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Tomemos como ponto inicial de reflexdo a afirmacao de Fuson (2003) de que, tanto nos
Estados Unidos como no Canadd, o que muitas pessoas esperam do curriculo de
matemadtica ao nivel elementar é que possibilite 0 dominio de técnicas de célculo. Esta
perspectiva, que nos parece generalizavel a varios paises, tem marcado muitas discussoes
de caricter curricular sobre o tema nimeros e dlgebra. Em grande parte, um aspecto
essencial para marcar direc¢des de mudanga curriculares tem sido o debate sobre o foco a
dar as técnicas: até que ponto valorizar o dominio de técnicas de cdlculo numérico e
algébrico? Como integrar o trabalho em torno do dominio de técnicas de célculo com o
desenvolvimento de capacidades como as de resolver problemas ou de criticar ideias e
argumentar?

Outro aspecto que marca claramente um repensar de opg¢des curriculares € a
evolucdo tecnoldgica. Qual o papel dos algoritmos tradicionais de cdlculo num contexto
em que € inquestiondvel o facil acesso de todos a calculadora? Que opg¢des curriculares
devem ser tomadas de modo a tirar partido das potencialidades graficas e algébricas das
calculadoras e dos computadores?

Finalmente, ndo podemos esquecer outros factores que influenciam o curriculo
nomeadamente os que dizem respeito ao impacto do contexto social, especialmente
significativo nos dias de hoje. Como ¢ salientado por NCTM (2000) “a necessidade de
perceber e de ser capaz de usar a matemadtica na vida de todos os dias e no local de
trabalho nunca foi maior e continuard a aumentar” (p. 4). Na sociedade de hoje ¢é
importante, por exemplo, compreender os nimeros e as operagdes e ser capaz de analisar
criticamente informagio numérica. E igualmente importante saber analisar situacdes que
envolvem regularidades, tabelas, equacdes e ser capaz de usar conhecimentos numéricos
e algébricos para resolver problemas. De que modo se poderd organizar um curriculo que,
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no que diz respeito aos nimeros e a dlgebra, consiga dar resposta as solicitacdes



colocadas pelo mundo de hoje? Em particular, como aliar o dominio do cédlculo numérico
e algébrico com a sua utilizag@o na andlise e resolugdo de situagdes problemaéticas?

Neste texto propomo-nos contribuir para a discussdo das questdes e aspectos
referidos anteriormente. Comegamos por analisar a evolucdo curricular no nosso pais a
partir dos anos 80. Em seguida, procuramos contextualizar e discutir algumas questdes
curriculares que consideramos especialmente significativas quando se pensa nos
Ntmeros e na Algebra. Finalmente, organizamos uma discussdo centrada na andlise de
alguns estudos empiricos portugueses que incluem aspectos ligados ao curriculo no

dominio dos Ntmeros e da Algebra.

Os niimeros e a algebra no curriculo de matematica

Discutir o papel que determinado tema tem vindo a ocupar no curriculo de matemadtica é
uma tarefa cuja complexidade depende, em grande parte, de se incluirem e analisarem
dados relativos a diferentes niveis de curriculo. Neste ponto iremos centrar a nossa
atencdo no curriculo enunciado’ e nos documentos e discussdes que consideramos
estarem relacionados com ele. No entanto, ndo prescindimos de referir alguns dados
relativos ao curriculo implementado e ao adquirido que nos parecem importantes para
clarificar o modo como tem sido encarado, no curriculo oficial, o trabalho em torno dos
numeros e da dlgebra.

Dos anos 80 até hoje: marcos de evolucao curricular em Portugal

No final dos anos 80 viveu-se no nosso pais um periodo de grande debate sobre as
perspectivas curriculares para o ensino da Matemadtica. Contestavam-se os programas
marcados pela Matemdtica moderna em que se sobrevalorizava a Ldgica e as estruturas
abstractas da Algebra e em que se reduzia a Geometria. A preponderancia do formalismo
e do cdlculo tanto no curriculo enunciado como nos curriculos implementados e

adquiridos foram, talvez, os aspectos mais criticados:

"ICMI (1986) considera trés niveis de curriculo: o curriculo enunciado (relativo aos documentos oficiais e
que supostamente traduzem as inten¢des dos autores), o curriculo implementado (que diz respeito ao modo
como se concretizam as indicagdes oficiais e o curriculo adquirido (relativo aquilo que de facto os alunos
aprendem).



Com muitas raras excepgoes, o essencial da aprendizagem da Matematica, consiste
actualmente em dominar algumas questdes formais da linguagem e das estruturas
matematicas e, sobretudo, umas quantas técnicas destinadas a resolver exercicios-
tipo (...) o processo de aprendizagem, do ponto de vista do aluno, reduz-se
basicamente a repeti¢cdo dos mecanismos transmitidos pelo professor (APM, 1988,

p-9).
Nesta altura, parecia generalizada uma pratica lectiva em que quase se identifica a
Matematica com célculo. Nos primeiros anos dominava uma aprendizagem centrada na
pratica de algoritmos. No 2° ciclo introduzia-se o cdlculo com nimeros fracciondrios,
aspecto a que se continuard a dar bastante énfase nos anos de escolaridade seguintes. O
célculo algébrico domina no 3° ciclo. Embora jd ndo se exija a resolucdo das expressdes
mais quilométricas ainda se despende muito tempo no treino do célculo pelo cédlculo.

Criticando esta realidade inicia-se no nosso pais um movimento de renovacdo do
ensino da Matemdtica que dinamiza vérias iniciativas. Uma delas, a criacdo da
Associagdo de Professores de Matemdtica (APM) em 1986, foi fundamental para permitir
que um numero crescente de professores discutissem varios aspectos relacionados com o
curriculo de Matemdtica. E, alids, por iniciativa de um grupo de professores fortemente
ligados @ APM que se organiza o documento “Renovacdo do Curriculo de Matematica”
(APM, 1988) que perspectiva as principais orientacdes curriculares dos anos 80. A
importancia central da resolucdo de problemas e o uso das calculadoras e computadores
sdo recomendagdes centrais deste documento e que questionam fortemente a prética de
cdlculo pelo cdlculo que dominava até entdo.

No inicio da década de 90 foi implementada a reforma do Sistema Educativo que
englobou novos curriculos em todas as disciplinas. O curriculo de Matematica para o
ensino bdsico, generalizado em 1991, fazendo eco das ideias defendidas nos anos 80,
destaca, por exemplo, a importincia da resolucdo de problemas, da utilizacdo da
calculadora, do computador e de varios materiais manipulaveis.

Embora considerado como um avancgo significativo relativamente ao curriculo
anterior, identifica-se no conjunto de documentos de 1991 uma falta de articulagdo entre
as finalidades, objectivos, metodologias e conteidos (APM, 1990) podendo mesmo dizer-
se que “o curriculo vai-se fixando nos contetidos da Matemadtica e progressivamente

ganhando uma natureza menos aberta e flexivel” (Silva et al., 1999, p. 73).



Realizaram-se poucos estudos que incidissem na fase de generalizacdo da reforma
dos anos 90 (Ponte, Matos e Abrantes, 1998). A falta de dados que permitissem tracar um
quadro da situacdo do ensino da Matemadtica a nivel nacional foi uma das motivacdes que
originou a realiza¢do do estudo Matemdtica 2001 (APM, 1998). Uma das questdes nele
equacionadas foi: “O que mudou nos ultimos anos? Até que ponto as novas orientacdes
curriculares estdo a ser seguidas?”’. Os dados recolhidos apontam no sentido de que
muitas das orientagdes curriculares t€ém pouca expressao na pratica lectiva: a maioria dos
professores usa com pouca frequéncia os materiais manipuldveis, os jogos didacticos ou o
computador; os exercicios e a exposicdo pelo professor sdo as situagdes de trabalho
predominantes.

Esta correlacdo aparentemente fraca entre o curriculo enunciado e o
implementado tem vérias explicagdes. Uma delas, a de considerar fundamental envolver
o professor no processo de definicdo e desenvolvimento curricular, foi uma das
justificagdes para desencadear um novo movimento de renovagdo curricular: a “Reflexao
participada sobre o curriculo”, iniciado em 1996 e continuado pelo projecto “Gestdo
flexivel do curriculo” e que culmina com publicagdo, no final do ano 2001, do Curriculo
Nacional do Ensino Bdsico: Competéncias essenciais (ME-DEB, 2001). A formulacao
das orientagdes curriculares em termos de competéncias, que integram conhecimentos,
capacidades e atitudes e podem ser entendidas com saber em ac¢do ou em uso, € um dos
aspectos que mais o distingue dos documentos publicados em 1991. Relacionada também
com o cdlculo destaca-se, neste documento, uma indicagdo central:

A énfase da Matemadtica escolar ndo estd na aquisicdo de conhecimentos isolados e no
dominio de regras e técnicas, mas sim na utilizacdo da Matemadtica para resolver
problemas, para raciocinar e para comunicar, o que implica a confianca e a motivacao
pessoal para fazé-lo (p. 58).

O documento de 2001 afirma-se como uma referéncia central para o desenvolvimento
do curriculo ao nivel do Ensino Béasico e como enquadrando os programas dos anos
90. No Ensino Secunddério o programa do inicio dos anos 90 € reformulado em 1996
e, em 2004, na sequéncia da reorganizagdo deste nivel de ensino, implementam-se
novos programas de Matemadtica. Nestes programas salienta-se, por exemplo, uma
visdo de integracdo do célculo nos temas do curriculo e uma forte relacdo entre a
andlise de situag¢des do ponto de vista algébrico e do ponto de vista gréfico.



Os Nuameros e a Algebra: o que mudou
No ponto anterior caracterizdmos, brevemente, a evolu¢do curricular nos ultimos 15
anos. Embora referindo aspectos relativos aos Numeros e Algebra, eles foram
contextualizados num quadro geral de evolucdo curricular. Neste ponto procuramos
centrar a discussdao em torno dos Nimeros e da Algebra discutindo sinais de evolugdo ao
nivel do curriculo enunciado, implementado e adquirido.

Analisando os curriculos enunciados é muito ficil identificar sinais de evolucdo
ao nivel do estilo de curriculo. De um breve enunciado de contetidos, passou-se para a
elaboracdo de documentos mais completos que incluiam também finalidades, objectivos
gerais e especificos, indicacdes metodoldgicas e indicagdes gerais sobre a avaliagdo. No
entanto, torna-se dificil fazer afirmacOes gerais que comparem aspectos como 0s
conteidos ou as indicacdes metodolégicas e que englobem o0s sucessivos programas
oficiais.

Uma das ideias que talvez possa parecer plausivel é a de que o que evoluiu
significativamente ao nivel do curriculo enunciado foram as indicagdes metodoldgicas.
Serd assim? Consideramos que responder sim a esta questdo € assumir uma posi¢ao
demasiado simplista. Em todos os programas, hd, por exemplo uma referéncia explicita a
resolucdo de problemas e a exploracdo de situagdes da vida de todos os dias. Vejamos

dois exemplos:

O professor terd sempre presente que a aritmética estd intimamente ligada a vida, pois
quase todas os nossos actos sdo condicionados pela intervencdo dos nimeros, A escola nio
pode alhear-se desta realidade. Por isso, o ensino desta disciplina deve ser feito em
conformidade com situagdes vividas pelas criangas, quer no ambiente familiar quer no
meio social. (...)

Os programas de todas as classes terminam com a rubrica “Problemas”. Nao se trata de
uma razao de ordem. Pelo contrario: sempre o ensino da aritmética deve ser feito por meio
de problemas convenientemente preparados e oportunamente tratados. (...)

Um problema representa normalmente para a inteligéncia da crianca uma real dificuldade.
Importa porém, que esta dificuldade ndo provenha de obscuridade da expressdo. Na
resolu¢do de problemas dé-se, quanto possivel, preferéncia ao cdlculo mental sobre o
célculo escrito (programa do ensino primdrio, 1960).

Pretende-se que o aluno utilize a Matematica na resoluc@o de problemas correntes (...)
Sempre que possivel, o processo de aprendizagem socorre-se ou apoia-se em situagdes da
vida concreta dos alunos sobre as quais se faz um esfor¢o adequado de matematizacao, daf
partindo para a elaboracio de conceitos ou relagdes que estejam em causa (programa do 8°
ano, 1983).



O mesmo se passa com a referéncia a importancia do trabalho independente dos
alunos ou ao uso de materiais: sdo referéncias que podemos ver nos varios programas.
No entanto, também nio poderemos dizer que nada mudou nem que ndo houve uma
evolucdo significativa. A utilizacdo da calculadora € a grande revolugdo: no Ensino
Secunddrio € obrigatério o uso da calculadora gréifica; no Ensino Bésico é recomendada
a utilizacdo e calculadoras. Mas o que muda radicalmente é que os algoritmos, os
procedimentos de manipulacio algébrica, a elaboragcdo de graficos ndo se tornam um fim
em si mesmos. A calculadora liberta os alunos de célculos repetitivos e fastidiosos
permitindo-lhes concentrarem-se na compreensdo do seu significado e na sua
interpretacdo em contexto. Mas, para além da calculadora, varios outros aspectos tém
evoluido: a referéncia ao uso dos materiais manipuldveis é mais concretizada, a
importancia de ligar os calculos a sua utilizacdo significativa é cada vez mais reforcada
(grande parte das técnicas de cdlculo surgem a propdsito de temas que requerem a sua
utilizac@o e ndo isoladamente, como acontecia nos programas mais antigos), a referéncia
ao desenvolvimento do raciocinio indutivo € sublinhada (nos programas mais antigos
apenas se referia o raciocinio dedutivo).

Relativamente aos conteidos poderemos ser tentados a pensar que temas
abordados nos programas mais antigos tendem a ser abordados mais tarde nos programas
mais recentes. Serd assim? Provavelmente ao nivel da opinido puiblica esta ideia, aliada a
de que hoje o que se ensina é uma simplificacdo do que se ensinava héd uns anos atrés,
tem uma certa aceita¢do. No entanto estd longe da verdade. Nos curriculos mais recentes
passou a dar-se um maior realce a aspectos pouco estudados anteriormente (é o que
acontece, por exemplo, com o estudo dos padrdes). Também se abandonou o estudo de
alguns temas cuja importancia se foi desvalorizando (o trabalho com nimeros complexos
referidos as horas, minutos e segundos). Finalmente, nos dias de hoje, ndo apostar numa
simplificacio do trabalho em torno dos cdlculos rotineiros seria uma op¢do
completamente absurda. Mas isto ndo significa uma simplificacdo a nivel geral. Pelo
contrario, nos curriculos mais recentes, defende-se a importancia de analisar situagdes
complexas, o que, estd longe de corresponder a qualquer simplificacdo.

Embora estando conscientes de que se trata de uma afirmac¢do polémica somos

tentadas a afirmar que existe um core curriculum algébrico e numérico que tem estado



presente nos varios curriculos de Matematica. Ele integra ndo sé os contetidos como as
indicacdes metodoldgicas. O que evoluiu centralmente nos ultimos anos foi a valorizagdo
da integragdo: salienta-se o conceito de saber em ac¢do que integra conhecimentos,
capacidades e atitudes; salienta-se o0 modo integrado como o professor deve trabalhar
com os seus alunos de modo a conseguir promover o desenvolvimento do conhecimento
em acgdo. Nao basta os alunos dominarem o cdlculo, € indispensdvel saberem usé-lo na
resolucdo de problemas. Nao basta o professor explicar a matéria, é indispensavel que
proporcione ao alunos a possibilidade de explorar autonomamente  situagdes
significativas e de natureza diversificada.

Pensar em possiveis sinais de evolug@o ao nivel do curriculo implementado ndo é
uma tarefa facil. Como ja foi referido anteriormente existe pouca informacio sobre este
aspecto. Algumas conclusdes do relatério “Matemdtica 2001” (APM, ) ndo indiciam
grandes evolugdes: a prdtica de exercicios e a exposi¢do da matéria pelo professor ainda
predominam. Mas nao podemos ignorar um conjunto de trabalhos de inovacao curricular
que tém sido desenvolvidos no nosso pais e que serdo referidos na terceira parte deste
texto.

Finalmente, relativamente ao curriculo adquirido os resultados das provas de afericao

e do estudo Internacional PISA revelam que ndo € nas tarefas mais rotineiras que os
alunos tém piores resultados, mas sim nas tarefas mais abertas que implicam um
raciocinio flexivel e espirito critico. Se tomarmos os resultados do PISA 2000 podemos
ver que embora ao nivel do cdlculo os resultados dos nossos alunos nao sejam brilhantes,
se compararmos o0s resultados portugueses com os dos outros paises, temos um indice de
sucesso que nos situa na média ou mesmo acima dela. No entanto, ao nivel das conexdes
e integracdo para a resolu¢do de problemas o desempenho dos nossos alunos situa-se
bastante abaixo da média (Ramalho, 2002). Esta tendéncia € confirmada no Pisa 2003
especialmente centrado na resolugcdo de problemas: quase 25% dos alunos ndo atinge o
nivel 1 de proficiéncia® e s6 cerca de 10% dos alunos atingem o nivel 3 * na resolucio de

problemas.

? Abaixo do nivel 1, os estudantes conseguem, na melhor das hipéteses, lidar com problemas evidentes que
incluem tarefas estruturadas e que requrem respostas baseadas em factos ou observagdes simples (2004,
Gave)

? Nivel 3 — estudantes que resovem o problema reflectindo e comunicando (2004, Gave)



0S NUMEROS E A ALGEBRA: PERSPECTIVAS CURRICULARES PARA O
SEC. XXI

Os anos 80 e o principio do anos 90 foram ricos ao nivel do debate curricular em
matematica. No entanto, a viragem para o século XXI também ficou marcada por
algumas iniciativas de reflex@o curricular importantes. A nivel internacional destaca-se a
publicagdo  Principles and Standards for School Mathematics (Standards 2000),
(NCTM, 2000). Relativamente aos nimeros e operacdes este documento identifica trés
objectivos: (1) compreender os nimeros, modos de os representar, relagdes entre os
nimeros € 0s conjuntos numéricos; (2) compreender o significado das operacdes e o
modo como se relacionam umas com as outras e (3) calcular fluentemente e fazer
estimativas razoaveis.

Relativamente a cada um destes objectivos perspectiva-se brevemente o modo
como eles devem ser entendidos ao longo de toda a escolaridade bdsica e secunddria.
Destacamos, relativamente ao objectivo (1) um aspecto que nos parece corresponder a
indicagdes que diferem das do curriculo portugués e que diz respeito aos nimeros
fracciondrios. Considera-se que as criangas pequenas, devem, a partir de contextos
apropriados, conseguir compreender uma frac¢do como uma divisdo de nimeros e que a
partir do 3° ano podem aprender a comparar fraccdes com fracgdes de referéncia
(benchmarks, no original) como o 1/2 e a decidir sobre a ordem de grandeza de somas
como 1/2 + 3/8 - “deve ser menor que 1 porque cada parcela é menor ou igual a 1/2”, p.
33. Relativamente ao objectivos (3) destacamos dois aspectos. Um primeiro, diz respeito
a énfase colocada no desenvolvimento da capacidade, de decidir se a resolucdo de um
problema requer uma estimativa, um resultado aproximado com determinado grau de
precis@o ou um resultado exacto. Um segundo, diz respeito a introdu¢do dos algoritmos.
Defende-se que os alunos desenvolvam estratégias de cdlculo flexiveis chamando a
atencdo para que:

“A experiéncia sugere que em turmas em que se di énfase ao desenvolvimento e
discussdao de estratégias, surgem naturalmente ou podem ser introduzidos pelo
professor vdrios algoritmos “standard”. O que é importante € que os alunos
consigam calcular fluentemente — devem ter métodos eficazes e precisos que se
apoiem na compreensao dos nimeros e das operagdes.” (p. 35)



No que diz respeito a dlgebra o Standards 2000 apontam quatro objectivos para o
curriculo de matematica desde a educacdo de infincia até ao 12° ano: (1) compreender
padroes, relagdes e funcdes; (2) representar e analisar situagdes; (3) usar modelos
matematicos para representar e compreender relagdes quantitativas; e (4) analisar
mudanca em vdrios contextos. Uma ideia que consideramos importante destacar é que,
neste documento, se defende que as experiéncias algébricas devem fazer parte das
experiéncias de aprendizagem desde a educacdo de infancia, pois serdo um importante
precursor para o estudo posterior mais formalizado da dlgebra. Deste modo, ser capaz de
reconhecer e continuar padrdes comeg¢a na educacao de infancia e desenvolve-se ao longo
do 1° e 2° ciclos caminhando no sentido do estabelecimento de generalizagdes.

No nosso pais, no inicio do séc. XXI foi publicado o Curriculo Nacional do Ensino
Béasico (DEB, 2001). Ja referimos anteriormente alguns aspectos relativos a este
documento. Gostariamos apenas de salientar que a formulagdo que ele adopta permite
perceber grandes linhas que estdo em consonincia com o documento publicado pelo
NCTM (NCTM, 2000). Por exemplo, reconhece-se a importancia de decidir se uma
situacdo exige uma estimativa ou um valor exacto. Também se considera que desde o 1°
ciclo os alunos devem procurar padrdes e regularidades e formular generalizagdes. Este
documento corresponde a uma afirmacdo organizada das competéncias que sdo
consideradas fundamentais e, por isso, nao estd definido para aspectos mais especificos.
Sendo assim, se se quiser perceber, por exemplo, como se vé a introdugdo das fracgdes ou
dos algoritmos, teremos que consultar os programas dos anos 90, os quais, em relacdo a

estes aspectos tém perspectivas diferentes da apontada pelos Standards 2000.

Os nimeros e operacoes: polémicas curriculares

Neste ponto procuramos situar a discussao em torno de algumas opg¢des curriculares que
consideramos revestirem-se de alguma polémica.

Aprendizagens iniciais: o papel da contagem, o valor de posicao e os algoritmos

Anghileri (2001), referindo-se aos curriculos holandeses e ingleses, salienta que apesar
de uma aparente uniformidade foram emergindo diferencas importantes ao nivel das

opg¢des curriculares relativas as primeiras aprendizagens numéricas. Refere, em primeiro



lugar, o papel da contagem para desenvolver estratégias de cédlculo. Em Inglaterra, tal
como consideramos suceder no nosso pais, contar € visto como uma actividade mecanica,
a que ndo se atribui muito significado e cujo uso para calcular € considerado ‘primitivo’.
Pelo contrario, na perspectiva curricular holandesa € com base na contagem que se
promove a re-invencao das estratégias informais de cdlculo. Mais concretamente, o que
quer isto dizer? Tomemos como exemplo o que se passa em Portugal. A contagem tende
a ser usada para apoiar a resolucdo de situagdes do tipo “conta de 5 em 57 ou para
explicar procedimentos ligados a introdu¢do de algumas operagdes (por exemplo, numa
fase inicial de trabalho em torno da subtraccdo, os alunos contam para trds, de um em
um). No entanto, para resolver 76 — 27 pretende-se que os alunos usem um cdlculo
formal.

Um outro aspecto que esta autora refere diz respeito ao valor de posicdo. Em
Inglaterra ele € visto como um principio organizador da matematica muito importante e
que ¢ a base de vdrios métodos escritos de cdlculo, em particular, do algoritmo
tradicional. Esta mesma perspectiva é seguida no curriculo portugués. A decomposi¢ao
do niimero em dezenas e unidades comeca no 1° ano e é nesta decomposi¢do que assenta
o desenvolvimento do célculo. A perspectiva holandesa, com refere Anghileri (2001), é
bastante diferente. No curriculo ndo € feita nenhuma referéncia explicita ao valor de
posi¢do. Promove-se uma “abordagem mais holistica ao nimero, com o desenvolvimento
de estratégias de cdlculo escrito que conservam, ao longo dos célculos, os ndmeros
inteiros” (p. 6). Ao longo dos cdlculos os nimeros podem ser decompostos em dezenas e
unidades. No entanto, o foco n@o € no valor de posicdo mas no conceito de multi-unit, em
que o “dez” e as unidades sdo diferentes categorias de unidades que se podem relacionar:
0 “dez” €, a0 mesmo tempo, 10 unidades.

Finalmente, a importincia dos algoritmos, € um dos aspecto mais debatidos
quando se fala do curriculo de Matemadtica dos primeiros anos. Varios estudos empiricos
tém vido a questionar a sua importancia argumentando que os alunos perdem facilmente
a no¢do da ordem de grandeza dos nimeros envolvidos, pensando apenas nos ‘nimeros
por coluna’. Por exemplo, Kamii e Dominick (1998) propuseram a trés grupos de alunos
problemas de adicdo/subtraccdo: o “grupo dos ndo algoritmos” (ndo conheciam os

algoritmos), o “grupo dos algoritmos” (tinham aprendido na escola os algoritmos) e um



terceiro grupo que tinha aprendido alguns algoritmos em casa, mas ndo na escola. A
comparacio dos resultados permitiu concluir que foi o “grupo dos ndo algoritmos” que
teve, na globalidade, a maior percentagem de respostas correctas e que os alunos do
“grupo dos algoritmos” que erraram o resultado, apresentaram respostas bem menos
razodveis do que as respostas incorrectas dadas pelos alunos do “grupo dos ndo
algoritmos”.

Em virios paises, como por exemplo em Inglaterra, embora recomendando que
nao se introduzam os algoritmos demasiado cedo, continua a exigir-se o dominio dos
algoritmos tradicionais (Anghileri, 2001). Em Portugal, consideramos que as
recomendagdes curriculares oficiais prevéem o ensino dos algoritmos demasiado cedo

ndo dando espaco aos alunos de desenvolverem as suas estratégias informais de célculo.

Contribuindo também para a desvalorizagdao de uma aprendizagem precoce dos
algoritmos vdrios estudos tém vindo a apoiar a ideia de que os alunos podem “actuar
como os matemadticos no passado e reinventar procedimentos e algoritmos que irdo
contribuir para desenvolver a sua compreensdo matematica’(Gravemeijer e Galen, 2003,
p- 121). Estes autores salientam, no entanto, que os algoritmos sdo uma componente
essencial da matemadtica. A grande questdo coloca-se ao nivel de introduzir os algoritmos
aos alunos: ndo podem ser apresentados de uma forma pronta. Ensinar aos alunos
algoritmos que ndo compreendem e que ndo foram naturalmente desenvolvendo, tem
potencialidades muito limitadas e, sobretudo, vinca o uso de procedimentos isolados que
ndo contribuem para a conhecimento matemadtico global dos alunos. (Fosnot e Dolk ,

2001; Gravemeijer e Galen, 2003).

Embora em vdrios publicacdes ‘oficiais’ se perspectivem opcdes curriculares
viradas, por exemplo, para um trabalho inicial em torno dos niimeros que proporcione o
desenvolvimento de estratégias informais de cdlculo e se enfatize a importancia de ndo
formalizar cedo de mais, ndo serd importante estabelecer de forma clara linhas concretas
de desenvolvimento do sentido do nimero? Mais em geral, relativamente ao nimero e as
operacdes quais as indicagdes curriculares que consideramos desadequadas? Qual deve

ser o sentido da mudanga?

Materiais manipulaveis e calculadora



No curriculo portugués, tal como em documentos curriculares como os Standards 2000
(NCTM, 2000), recomenda-se a utilizagdo de vérios tipos de materiais. No contexto dos
nimeros e operacOes refere-se sobretudo o uso da calculadora e de materiais
manipuldveis como os cubos de encaixar, 0 MAB ou o dbaco.

Ao nivel das orientagdes curriculares oficiais a utilizagdo da calculadora é uma
realidade. Esta opc¢ao tem sido criticada tanto ao nivel da opinido publica como ao nivel,
por exemplo, da Comissdo para a Promog¢do do Estudo da Matematica e das Ciéncias que,
em 2003, recomendou a limita¢do do uso da calculadora em todos os niveis de ensino. A
investigacdo, como serd desenvolvido no ponto seguinte, tem vindo a reforcar a ideia de
que tirar partido da calculadora, permite desenvolver competéncias importantes ligadas a
resolucdo de problemas, a andlise de padrdes e regularidades numéricas. Sendo assim, o
que € importante ao nivel do ensino da matemadtica, € tirar partido das indmeras
potencialidades da calculadora e usd-las no sentido de desenvolver a competéncia
numérica dos alunos.

Relativamente ao uso dos materiais manipuldveis como o MAB ou o &dbaco
encontramos igualmente a recomendacdo do seu uso. No entanto, sobre este aspecto,
consideramos existir uma insuficiente reflex@o sobre as ‘intencionalidades’ que o seu uso
pode veicular. Por exemplo, autores como Gravemeijer (1994) e Klein (1999) salientam
que analisar as potencialidades dos materiais manipuldveis na formacdo do conceito de
nimero e de operagdo ndo € ficil. Sobretudo, a pertinéncia do seu uso em determinada
etapa da aprendizagem, estd intimamente ligada ao tipo de competéncias que se quer
desenvolver. Por exemplo, usar material indiferenciado de contagem vinca o nivel da
contagem mais baixo: de 1 em 1. Pelo contrério, usar um colar com pérolas de duas cores
enfiadas de 5 em 5, vinca o uso da base 5 e 10 para apoiar a contagem. De igual modo, a
utilizagdo do MAB vinca a decomposi¢do numérica em unidades, dezenas, centenas e
milhares. Quando se quer que os alunos desenvolvam estratégias de célculo flexiveis,
veicular sempre o recurso a uma decomposicdo em unidades, dezenas e centenas, €, no
minimo, limitador.

Embora o curriculo oficial recomende a utilizagdo dos materiais manipuldveis e
da calculadora consideramos que este ¢ um primeiro passo no aprofundamento das

potencialidades e limitacOes destes materiais. Vdrias questdes, dizendo respeito a



aspectos menos gerais, serdo importantes discutir. Por exemplo: de que modo
perspectivar a utilizagdo da calculadora numa fase em que os alunos realizam as
primeiras aprendizagens numéricas? Como compatibilizar o desenvolvimento de técnicas
de cdlculo e o uso da calculadora? Qual as estratégias de cdlculo potencializadas pelos

diferentes tipos de materiais manipuldveis?

Algebra: alguns aspectos curriculares

Neste ponto procuramos focar um olhar sobre algumas perspectivas curriculares em torno
da Algebra. Comecamos por reflectir sobre modos de ligar os Numeros e a Algebra. Em
seguida analisamos caracteristicas de tarefas algébricas e, finalmente, fazemos uma breve

referéncia ao uso das tecnologias.

Algebrizar os niimeros

Podem gerar-se actividades algébricas partindo de actividades numéricas, transformando
problemas com uma resposta numérica simples em outros onde ha espago para construir
padrdes, conjecturar, generalizar e justificar factos e relagdes matematicas. A variacdo da
forma como se apresenta um problema pode conduzir a que um problema aritmético
simples se transforme numa questdo algébrica. Por exemplo, o problema “dos apertos de
mao”, € usualmente colocado aos alunos dos primeiros anos, como uma problema de
resposta simples: “Quantos apertos de mao serdo dados se cada um do teu grupo
cumprimentar todos os outros uma vez?” Os alunos podem experimentar dar os apertos
de mao ou podem fazer o desenho para chegar a resposta. Algebrizar este problema
consiste em ir alterando o nimero de pessoas no grupo, de modo que os alunos obtenham
um conjunto de dados que tenha um padrdo matematico.

Uma forma de explorar esta tarefa € colocar uma questdo aos alunos para um
grupo cujo tamanho seja suficientemente grande que ndo possam (ou ndao queiram)
modelar o problema e escrever todas as parcelas e somd-las. Por exemplo, para 100
pessoas, os alunos ndo podem simplesmente fazer uma soma, tém de identificar um
padrao e estabelecer as relacdes entre os varios nimeros de apertos de mao a partir dos do

seu grupo (uso algébrico dos niimeros), podendo estabelecer uma conjectura que



descreve o que é verdade sobre o nimero de apertos de mao para um grupo de qualquer
tamanho. Quando a sua conjectura € suportada por suficiente evidéncia, a conjectura
torna-se uma generalizacdo, ou uma afirmacdo que se aplica a multiplos casos
especificos.

Blanton e Kaput (2003) apresentam um exemplo em que um professor na sala de
aula pediu a um aluno para verificar se a soma de 5 e 7 € par ou impar:

Prof. Como chegaste 14?

Jodo: Juntei 5 com 7 e olhei para ali (indicando uma lista de nimeros pares e niimeros
impares na parede) e vi que era par.

Prof. E se for 45 678 mais 85 631? E par ou impar?

Inés. Impar.

Prof. Porqué?

Inés. Porque 8 e 1 € par e impar, e par e impar é impar.

Os alunos nesta turma tinham ja discutido o resultado de adicionar ndmeros pares e
impares. Utilizando nimeros pares e impares suficientemente grandes, o professor fez
com que os alunos ndo calculassem a soma, for¢cando-os a pensar sobre as propriedades
dos numeros. Inés sabia que bastava apenas considerar o ultimo digito dos dois nlimeros
e ndo necessitava de calcular a soma. De facto, ela nem sequer calculou 8+1.
Simplesmente notou que 8 € par e 1 é impar, depois usou a generaliza¢do que “par+impar

s 99 .
= impar”. Aqueles autores referem que cabe ao professor explorar as oportunidades para

envolver os alunos em generalizagdes, tornando-as mais explicitas.

Caracteristicas das tarefas

Como ja foi referido, a Algebra pode construir-se a partir das experiéncias dos alunos
com numeros. A andlise de dados e a Geometria sdo também importantes no
desenvolvimento do pensamento algébrico. Os alunos podem recolher dados e procurar
padrdes nos dados, mas nem todos os problemas permitem uma generalizacao, para isso
tém que:

(1) permitir que os alunos encontrem um numero para diferentes casos antes de

construirem uma regra geral. Esta progressdo ajuda a que identifiquem quais os
factores que permanecem 0s mesmos € quais 0s que variam;

(2) exigir que os alunos encontrem o resultado para um pequeno ndmero,
aumentando-o até chegar a um suficientemente grande que os obrigue a
libertarem-se das suas estratégias de desenho e de contagem caminhando no

sentido de encontrar a regra geral que existe na relagao.



Uma das vantagens de generalizar situacdes numéricas € que as varidveis
representam realmente quantidades a variar (em oposi¢do a visdo muitas vezes
apresentada de uma varidvel como um simples valor desconhecido numa equacdo, por
exemplo 2x+3=11). A introdu¢do da notagdo formal pode ajudar os alunos a ver os
simbolos algébricos como representando quantidades a variar. Para Lannin (2003),
generalizar situacoes numéricas dd aos alunos uma oportunidade de se envolverem em

discussdes sobre as ideias matemadticas importantes.

Ainda em relacdo as caracteristicas das tarefas que promovem o desenvolvimento do
pensamento algébrico, Bay-Williams (2001) refere que os alunos podem construir tabelas
e graficos com padrdes geométricos e retirar conclusdes, mencionando ainda que os
padrdes e grificos devem ser representados numa variedade de formas. Para aquele autor,
palavras, tabelas, graficos, simbolos e diagramas podem todos ser usados para representar
padrdes e funcdes. Incluir vérias destas formas na mesma exploracdo ajuda os alunos a
ver relacOes entre elas e mover-se de modo flexivel entre as diferentes formas. Como
para alguns alunos umas formas de representar fazem mais sentido que outras, usar

diferentes representacdes ajuda a que mais alunos compreendam as ideias apresentadas.

O modo como as questdes sdo apresentadas numa dada tarefa pode determinar
uma actividade aritmética ou algébrica. Segundo Usiskin (1997) élgebra € uma
linguagem que tem cinco aspectos principais: (1) termos desconhecidos, (2) féormulas, (3)
padrdes generalizados, (4) placeholders e (5) relagdes.

1. Quando fazemos perguntas do tipo:

“Qual € o numero que quando adicionado a 3 d4 7?

Preenche o espaco em branco: 3+ __ =7

Resolve: 3 +x=7"

estamos a referirmo-nos a termos desconhecidos.

2. Férmulas

Se temos a férmula para a drea de um rectangulo, A= cl, e pedimos aos alunos para
encontrar A quando ¢ = 5 e [ = 7, estamos a fazer dlgebra. Quando temos S X 7 =n e
queremos saber qual é o n, ndo € claro que estejamos a fazer dlgebra. Usiskin, refere que

depende da pergunta. Se o professor pergunta ‘“Porque nimero posso substituir n para



obter uma afirmagdo verdadeira”, estd a tratar a frase como dlgebra. Se o professor
pergunta, “Qual € a resposta?” entdo estd a tratar a questdo como de aritmética.

3. O uso de padrdes generalizados

Uma das estratégias de cdlculo mental para multiplicar um ntimero por 19 € multiplicd-lo
por 20 e subtrair o nimero. Algebricamente podemos escrever: Se n é o nimero, 19n =
20n —n.

Ainda quando queremos escrever propriedades gerais da aritmética € mais adequado usar
a linguagem algébrica. Podemos dizer aos alunos, “para multiplicar dois nimeros nao
interessa a ordem, a resposta € sempre a mesma”, mas podemos escrever 0 mesmo em
termos algébricos: “para quaisquer nimerosae b, a*b=be*a’.

Esta-se a fazer dlgebra se se discutem generalizagdes, como “Adiciona 0 a um nimero e o
resultado € esse nimero. Adiciona um nimero a ele préprio e o resultado é o mesmo que
duas vezes o nimero”. Em vez de escrever em portugués, usando a linguagem da 4lgebra
temos: (0 +n =n, t + t = 21).

4. Placeholders

Quando se joga um jogo de tabuleiro, por exemplo, o Monopdlio, no qual é dada a regra
seguinte “Lanc¢a o dado. O nimero que obtiveres, anda para a frente duas vezes o nimero
de espacos”. Em linguagem algébrica significa “Se sai d no dado, entdo anda 2d”.
Também numa folha de célculo se utiliza dlgebra e o placeholder. Quando pegamos um
nimero numa célula (x), lhe subtraimos um ndmero na segunda célula (y) e colocamos a
diferenca na terceira (x — y), preenchendo uma array rectangular.

5. Relacdes

As relagdes algébricas sdo utilizadas na resolu¢do de muitos problemas, por exemplo:

Jodo € 2 anos mais velho que Marisa. Quais podem ser as suas idades? Se Marisa tem 7,
entdo Jodo tem 9. Se a Marisa tem 4, entdao Jodo tem 6.
Nao temos de saber as suas idades para sabermos como estao relacionadas. Se a idade de

Jodo € representada por J e a da Marisa por M, podemos usar formas equivalentes de
escrever a relacdo entre J e M.:

J=M+2

J-M=2

M=J-2



Uso das tecnologias
Ja foi referido anteriormente que utilizar uma folha de calculo pode ser um bom
instrumento para trabalhar aspectos da dlgebra, nomeadamente a ideia de placeholder
(Usiskin, 1997), mas também as féormulas estdo presentes no trabalho com a folha de
calculo.

A introdugdo das calculadoras graficas e outros meios tecnolégicos coloca alguns
desafios no que se refere as multiplas representacdes da mesma expressdao. Como foi dito
anteriormente trata-se de um aspecto que deve ser trabalhado de forma que os alunos
sejam capazes de passar de umas representacdes para outras o que, para alguns autores
(por exemplo, Chazan, 2003), corresponde a uma abordagem curricular da 4lgebra a

partir das funcdes.

Muitas questdes se podem colocar sobre este tema. Por exemplo: quais as
potencialidades da utilizacdo da calculadora e do computador na concretizacdo do
curriculo de Algebra? Quais as implicagdes, ao nivel deste curriculo, da utilizagdo das

tecnologias?

Estudos empiricos realizados em Portugal

Nao s@o muitos os estudos realizados em Portugal nos tltimos doze anos, no ambito do
desenvolvimento do sentido do nimero nos primeiros anos de escolaridade. No entanto,
existem estudos em que as temdticas abordadas, como sejam, a natureza das tarefas ou a
utilizacdo de materiais ou tecnologias e respectivos desafios que colocam aos alunos ou
professores, acabam por envolver questdes do ensino e da aprendizagem de conceitos

numéricos. Sao alguns desses estudos que iremos apresentar em seguida.

Opcoes curriculares

Ha poucas experiéncias em Portugal, em que o objectivo tenha sido o desenvolvimento
de um curriculo alternativo ao estabelecido a nivel oficial. Uma dessas experiéncias, o
projecto de desenvolvimento curricular “Métodos Quantitativos para os alunos do ensino
artistico” (Mansos e outros, 1994) surgiu da constatacdo de que o programa oficial de

MQ era desajustado aos alunos do ensino artistico, pela incidéncia na Ldgica e no



Célculo que eram propostos de forma abstracta e pela auséncia da Geometria. O projecto
foi concebido e implementado pelas autoras do artigo na Escola Secunddria Ant6nio
Arroio, projecto que foi submetido a aprovacdo do ME visto que pressupunha uma
alteracao do programa da disciplina. Cabe aqui a referéncia a este projecto na medida em
que do ponto de vista dos conteidos matematicos do programa, para além da introdugdo
de temas da Geometria foram valorizadas as conexdes da Algebra ou da Anélise com a
Geometria. Estas conexdes contribuiram para uma melhor constru¢do dos conceitos e
desenvolvimento do raciocinio analitico, apoiado no raciocinio visual. Alids a ficha de
trabalho apresentada neste artigo inclui-se na abordagem aos numeros racionais e
evidencia a preocupagdo de proporcionar determinadas experiéncias de aprendizagem
com 0s nimeros, nomeadamente as actividades de investigagao.

Anteriormente, em 1993, uma outra equipa (Mourdo e outros, 1993) organizou,
aplicou e avaliou um programa de recuperacdo de alunos do 7.° ano de escolaridade com
dificuldades de aprendizagem, apds identificacdo dos factores explicativos do insucesso
na aprendizagem da matemdtica. Os alunos que participaram no programa foram
identificados pelos seus professores, tendo-se constituido um grupo de controlo (com
alunos da mesma turma) e um grupo experimental. O programa foi aplicado e avaliado
em nove escolas, por professores que foram objecto de ac¢des de formacdo prévia.
Decorreu em periodos extra-lectivos de molde a ndo repetir situagdes formais de
aprendizagem e propiciar aos alunos um contacto com a matemdtica num ambiente
informal. O programa centrou-se num conteido matematico ‘“Teoria dos numeros”,
devido a frequéncia de dificuldades encontradas nos alunos na abordagem deste tema,
associadas a falta de conhecimentos conceptuais e procedimentais e pela importancia de
que ele se reveste para o estudo da Matemdtica em geral, e do 3.° ciclo, em particular.
Desenvolveu-se ao longo de oito sessdes (2h cada) e procurou-se que oS
professores/aplicadores ndo realizassem o programa junto dos seus alunos. Foram
privilegiados, no primeiro momento, 0s aspectos priticos e activos das tarefas com
recurso a materiais manipuldveis, situacdes familiares ou metdforas. No segundo
momento procurou exercitar-se o cdlculo através da exploracio de situacdes ludicas e de

jogo. O terceiro momento era constituido por dois tipos de actividade: um texto em banda



desenhada com a sintese e propostas de exercicios e problemas visando aproximar o
programa da disciplina curricular de Matemadtica.

Para avaliagdo do projecto, a equipa adoptou procedimentos de avaliagdo
qualitativa (mudangas de atitudes em relagdo a matemdtica) e também de avalia¢do
quantitativa (foram avaliados conhecimentos e o rendimento na disciplina de
matemadtica). Os resultados apontaram para um incremento de atitudes positivas em
relacdo a aprendizagem da matemadtica, mais autoconfianga na resolu¢do de problemas,
embora nio se tenham verificado diferencas (grupo de controlo e grupo experimental)
quer na prova de raciocinio numérico quer na prova de pensamento divergente numérico.
Em relacdo ao aproveitamento escolar dos alunos, a informacgdo recolhida (notas nos
periodos e pontuag@o nos testes) permitiu concluir que os alunos, sujeitos ao programa,
melhoraram progressivamente o seu desempenho, verificando-se uma diferenga, em
relacdo aos do grupo de controlo, estatisticamente significativa.

A nivel do 1.° ciclo, Correia e Aguiar (1998) apresentam algumas tarefas para a
sala de aula concretizadoras de propostas curriculares inovadoras, ao nivel do ensino da
Matematica para o 1.° ciclo, que se encontram nos documentos oficiais portugueses e
outros. As tarefas foram construidas, discutidas, reflectidas e implementadas com alunos
do 3.° ano de escolaridade e no contexto de um trabalho colaborativo entre trés docentes
do 1.° ciclo e uma investigadora e formadora de professores. Sdo apresentadas duas
tarefas no contexto dos nimeros e operagdes que apontam para o uso da calculadora. Sao
dois problemas, em que um deles apela a diferentes estratégias de resolu¢do com a
consequente discussdo e argumentacdo. Sao também analisadas duas outras tarefas em
que se exploram conceitos numéricos (metade, terca parte, nimeros quadrados, ...) num
contexto geométrico de exploracdo de regularidades, que se distanciam de uma
abordagem mecanizada e rotineira que ainda com muita frequéncia se sente no
desenvolvimento destes conceitos. A valorizacdo da exploragdo de conexdes dentro da
matemadtica (nimeros e geometria) estd evidenciada neste artigo, donde também sobressai
a importancia do trabalho colaborativo entre os professores na preparacdo conjunta de
tarefas mais abertas.

Os estudos revistos anteriormente focam aspectos como a importancia do

estabelecimento de conexdes e a necessidade de pensar nas aprendizagens dos alunos



com dificuldades. Muitos outros focos poderdo vir a ser objecto de estudos futuros. No
contexto dos nimeros e operagdes importa discutir varios aspectos de cardcter curricular,
nomeadamente: quais as opg¢des curriculares que devem ser tomadas pelo professor de
modo a facilitar e desenvolver a aprendizagem dos nimeros e da dlgebra? Que apostas
curriculares se revelam mais urgentes?

Nas seccdes seguintes apresentamos alguns aspectos relacionados com o tipo de
tarefas, com as abordagens numéricas e com materiais que podem ser utilizados

contribuindo para este desenvolvimento.

Tarefas
Nos ultimos anos varios estudos incidiram sobre a natureza das tarefas que se propdem
aos alunos, nomeadamente sobre as tarefas de natureza investigativa.

Uns procuraram analisar as dificuldades dos alunos na realizagdo deste tipo de
tarefas, como € o caso do estudo de Ponte e Segurado (1998). Este estudo contribui para a
compreensdo das dificuldades que os alunos podem ter na realizacdo de uma tarefa de
natureza investigativa, a nivel da compreensdo da mesma e das estratégias a usar na sua
resolucdo. Seguindo uma abordagem qualitativa, este estudo incidiu sobre um tnico
aluno do 6.° ano, a quem foram propostas 5 tarefas de exploragdo e investigacdo em
contextos numéricos, nas suas aulas de Matematica. Tratando-se de um aluno com uma
“inclinacdo” natural para a Matemadtica, este trabalho mostrou que é possivel, pelo menos
a alunos com estas caracteristicas, proporcionar uma experiéncia matemadtica envolvendo
tarefas de natureza exploratéria e investigativa em contextos numéricos, envolvendo a
formulacdo e testagem de conjecturas e a elaboracdo de justificacdes dos resultados
encontrados. Mostrou ainda, este estudo, que com este tipo de tarefas, as concepgdes dos
alunos relativamente a matemadtica podem sair enriquecidas, sendo que no inicio do
estudo o aluno atribuia um papel preponderante ao célculo.

Outros estudos procuraram compreender os desafios que o desenvolvimento deste
tipo de tarefas coloca aos professores. Nomeadamente o estudo de caso realizado por
Oliveira (1998), que envolveu duas professoras do 3.° ciclo, com formagao e experiéncias
profissionais diferentes, procurou compreender os desafios que o desenvolvimento de

actividades de investigacdo (de natureza algébrica), na aula de matemadtica, quer a nivel



da sua seleccdo ou adaptagdo quer a nivel de integracdo curricular, colocou a essas
professoras, na sua prdtica, € o modo como os enfrentaram. A anélise dos dados permitiu
concluir que as professoras consideram estas actividades como boas ideias para a aula de
matemadtica, visto que se aproximam do que € a actividade matemdtica. Como
dificuldades para uma préatica mais continuada com este tipo de actividades, apontam a
imprevisibilidade que caracterizam estas aulas, o apoio que é necessario conceder a cada
aluno e a decisdo sobre o tipo de apoio, quando este se debate com alguma ddvida ou
impasse, a necessidade de uma discussao final na turma e a complexidade inerente a este
tipo de actividades que gera alguma inseguranga na sua forma de actuagdo.

Um estudo realizado mais recentemente por Brocardo (2001), pretendia analisar
as potencialidades de um projecto curricular, que incluia a exploracao de um conjunto de
tarefas de investigacdo, no modo como os alunos aprendem e véem a Matematica.
Algumas destas tarefas relacionavam-se com o desenvolvimento de aspectos numéricos e
algébricos (exploracdo de sequéncias numéricas, com a descoberta e demonstracdo da lei
geral de formacdo). O estudo envolveu alunos de uma turma de 8°ano, incidindo em
particular em trés deles. A recolha de dados incluiu uma variedade de fontes de
informacdo, recorrendo a entrevistas e observacdo de aulas. Os resultados deste estudo
evidenciam vérias potencialidades da exploracdo continuada de tarefas de investiga¢do no
que diz respeito a motivacdo dos alunos para a Matematica, a sua participacdo e salienta
ainda a facilidade na compreensao de processos e ideias matematicas.

Os estudos referidos salientam a importancia da realizacdo de tarefas de
investigacdo no modo como os alunos se relacionam com a Matemadtica e nas suas
concepgdes sobre esta disciplina. Revelam também influéncias na compreensdo das
relacOes matematicas e no entendimento do que € a actividade matemadtica.

Como poderd o professor integrar actividades deste tipo de forma a promover a

aprendizagem de conceitos numéricos e algébricos nos alunos?

Numeros e operacoes
Esta seccdo apresenta um conjunto de investigacdes realizadas no ambito do

ensino e aprendizagem dos nimeros e operagdes. A primeira, sobre o desenvolvimento
do sentido do ndmero, realizada por Ferreira (2002), procurou analisar de uma forma

global os vdrios aspectos que o constituem. As restantes, centram-se em aspectos



especificos do sentido do nimero — Azevedo (1996) centra-se na aprendizagem da
estimagdo matemdtica e Gongalves (2003) debruca-se sobre o ensino e a aprendizagem
das operacOes multiplicacdo e divisdo.

Ferreira (2002) procura caracterizar o sentido do nimero de alunos do 8° ano de
escolaridade, tentando conhecer e perceber o modo como os alunos aprendem os nimeros
e as operacgdes e de que forma se pode contribuir para um desenvolvimento significativo
do sentido do numero. Realiza seis estudos de caso de alunos da mesma turma,
recolhendo os dados através de uma entrevista semi-estruturada a cada um dos
participantes e da realizacdo de um conjunto de tarefas. A autora conclui que, de um
modo geral, os alunos apresentam falta de compreensdo acerca do significado dos
nimeros € que os numeros decimais e fracciondrios sdao 0s que mais suscitam
dificuldades conceptuais. Refere ainda que, globalmente, a capacidade de escolher e
aplicar uma estratégia adequada aos problemas propostos estd relacionada com o nivel de
desenvolvimento do sentido do niimero, o grau de confianca em fazer Matemadtica e com
as suas experiéncias. Um aspecto salientado pela autora refere-se a uma certa tendéncia
por parte dos alunos em aplicar um algoritmo, regra ou procedimento aprendido na aula
quando colocados perante um problema. Relativamente a forma como se pode contribuir
para um desenvolvimento significativo do sentido do nimero, a autora salienta as
interac¢Oes aluno-aluno e professor-aluno como aspectos fundamentais na criacdo de um
ambiente de sala de aula onde haja partilha de hipéteses, raciocinios e conclusdes e na
criacdo dos seus proprios procedimentos e estratégias.

O estudo realizado por Azevedo (1996) envolveu alunos de uma turma do 6° ano
de escolaridade, centrando-se na aprendizagem escolar da estima¢do matemadtica. Mais
especificamente, este estudo pretendia compreender os processos utilizados pelos alunos
quando produzem estimativas em contexto de sala de aula e identificar as suas atitudes e
concepcdes face a estimac@o. A recolha de dados envolveu a observacdo de aulas,
conversas informais com os alunos e com a professora da turma, entrevistas e
questiondrios aos alunos. Neste trabalho sdo identificados vdrios processos usados em
estimativas de cdlculo, nomeadamente a reformulacdo, a compensagdo, a translagdo e a
comparacdo. Nas estimativas de cdlculo, a autora conclui que o processo de

reformulacdo, que corresponde a uma alteragdo dos nimeros envolvidos para nimeros



mais faceis mantendo-se intacta a estrutura do problema, foi o mais usado pelos alunos. A
autora observou também a tendéncia dos alunos apelarem mentalmente a procedimentos
algoritmicos e ao uso de estratégias pouco diversificadas. De um modo geral, este estudo
aponta para a existéncia de dificuldades por parte dos alunos na estimagdo,
caracterizando-o como um processo dificil e confuso. Relativamente as concepcdes dos
alunos face a estimac¢do matematica, a autora conclui que os alunos lhe atribuem valor,
mas consideram mais importante saber regras e os algoritmos de célculo.

No seu estudo, Gongalves (2003) pretendeu compreender o modo como os alunos
constroem o conceito de multiplicagdo e de divisdo, identificando simultaneamente
aspectos relacionados com a natureza, o uso e desenvolvimento de métodos proprios.
Pretendia também verificar se estes métodos permaneciam quando lhes eram ensinadas
estratégias mais sofisticadas. Para tal, realizou seis estudos de caso de alunos do 3° ano de
escolaridade de uma escola do 1° ciclo. A cada um dos alunos foram realizadas trés
entrevistas, em momentos diferentes da investigac@o, que consistiram na apresentacdo de
um conjunto de problemas que envolvem vdrias situacdes de multiplicacdo e de divisdo.
O estudo aponta para a existéncia de dificuldades nos alunos em decidir qual a estratégia
para resolver os problemas apresentados, ndo sendo, na maioria das vezes, a estratégia
inicial aquela que se mostrou mais eficaz. A investigadora conclui que os alunos tendem
a usar métodos proprios antes de lhes ser ensinado métodos formais e procedimentos
rotineiros de realizacdo das operacdes. O estudo refere ainda que, apds a introdugdo
destes métodos, alguns dos alunos mesmo depois de terem utilizado outras estratégias de
resolucdo dos problemas, acabavam por apresentar o algoritmo.

Um aspecto que parece poder ser realgado a partir deste conjunto de investigacdes
prende-se com o lugar que o algoritmo ocupa nas opcdes dos alunos em diferentes anos
de escolaridade e em contextos diferentes de trabalho com os nimeros e operacdes. O
algoritmo parece, assim, prevalecer como processo de resolucdo de problemas e de
estimativas relativamente a outras estratégias possiveis.

Até que ponto estes resultados apontam para uma sobrevalorizac@o do ensino e da
utilizagdo do algoritmo nos primeiros anos de escolaridade? Que tipo de estratégias e
procedimentos de cdlculo devem ser privilegiados na sala de aula, num contexto de

resolu¢do de problemas, de modo a promover o sentido do niimero?



Utilizacao de materiais na aprendizagem dos niimeros

Esta secc@o apresenta um conjunto de investigagdes relacionadas com o uso de
diversos materiais no ensino e aprendizagem dos nimeros e da dlgebra.

Mamede (2002) realizou um estudo no 1° ciclo centrado na utilizagdo da
calculadora na sala de aula, com alunos do 4° ano, onde se procurou perceber de que
forma estes alunos utilizam esta ferramenta no contexto da resolu¢do de problemas nao
rotineiros. Foram seleccionados trés pares de alunos com competéncias matematicas
distintas, alunos “bons”, “razoaveis” e com mais “dificuldades” em Matematica. No
ambito desta investigacdo foram identificados alguns resultados interessantes e que se
relacionam com as competéncias matematicas tais como destrezas de cdlculo mental e
escrito, sentido da operagdo e valor posicional. A autora concluiu que os grandes
beneficios da disponibilidade da calculadora pressupdem que os alunos tenham
desenvolvidas as competéncias matemdticas referidas anteriormente, ou seja, alunos
pouco competentes nestes aspectos parecem ndo conseguir tirar partido das
potencialidades da calculadora. Por outro lado, alunos mais competentes, ainda que
manifestem algumas dificuldades ao nivel da pratica, parecem conseguir ultrapassar essas
limitacOes no cdlculo através da calculadora.

Vizinho e Cabrita (2002) referem uma outra investigacao, realizada no 1° ciclo
pela primeira autora e que incide sobre uma abordagem dos numerais decimais
recorrendo a diversas conexdes, dentro e fora da Matemdtica, e apoiada por uma
exploracdo adequada de materiais diversificados. Uma das questdes do estudo,
relacionada com o tema deste texto, pretendia perceber o contributo deste tipo de
abordagem para uma soélida constru¢cdo dos conceitos em causa. Assim, a investigadora
trabalhou com uma turma de 4° ano e a sua professora, com quem planificou em conjunto
a unidade temdtica relacionada com os numerais decimais, que foi posteriormente
implementada. As actividades desenvolvidas foram sustentadas por vérios materiais,
incluindo a calculadora, o computador (Excel), diversos dominés e puzzles, a maior parte
deles elaborados para o efeito. Antes e depois da implementa¢do do conjunto de tarefas
relacionadas com os decimais, os alunos fizeram testes, cujos resultados foram

comparados e que permitiram responder a questdo do estudo ja referida. A andlise e



comparacao dos resultados obtidos pelos alunos permitiram identificar que a utilizag@o de
estratégias 1novadoras, evidenciando conexdes e recorrendo a diversos materiais,
parecem contribuir para uma mais s6lida constru¢do dos conceitos relativos aos numerais
decimais. Também em termos de processo parece ter havido altera¢des positivas na
forma de resolver o mesmo tipo de questdes.

No 2° ciclo, foi desenvolvida uma outra investigacdo que pretendia problematizar
a constru¢cdo do conceito de proporcionalidade mediado pela utilizacdo da calculadora,
(Paula, 2000). A investigadora definiu como um dos objectivos do seu estudo,
desenvolvido com alunos do 6° ano de escolaridade, saber qual o papel mediador desta
tecnologia na construcdo do conceito de proporcionalidade. A unidade de andlise foram
as actividades desenvolvidas por dois grupos heterogéneos de quatro alunos, tendo sido
usada uma metodologia de natureza interpretativa. A recolha de dados foi efectuada
através, nomeadamente, da observacdo participante de 20 aulas de proporcionalidade
directa, para além de entrevistas aos alunos e andlise de fichas de trabalho realizadas por
estes. Da andlise efectuada a autora afirma que a utilizag@o da calculadora contribuiu para
a antecipacdo do conceito de multiplicacdo de nimeros racionais com dizimas infinitas.
No que diz respeito a construcio do conceito de proporcionalidade a utilizacdo da
tecnologia referida contribuiu para que ocorresse uma variedade de representacdes
matemadticas associadas a linguagem e que sdo importantes na elaboracdo de imagens
mentais que traduzem as relacdes entre varidveis.

Podemos afirmar que, em qualquer destas investigacdes realizadas, o recurso a
diferentes ferramentas, nomeadamente a utilizacdo da calculadora parece ter contribuido
para o desenvolvimento dos conceitos numéricos e das operagdes. Uma questdo que se
pode colocar relacionada com esta problemadtica prende-se com o modo de integrar a
utilizagdo de materiais diversificados na aprendizagem dos numeros e no

desenvolvimento do pensamento algébrico.
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Introducao

Esta comunicagdo pretende contribuir para a discussdo de aspectos relacionados
com o desenvolvimento do sentido do ndmero nos alunos do 1°ciclo, apresentando alguns
resultados preliminares de um estudo realizado no ambito do projecto Desenvolvendo o
sentido do niimero: perspectivas e exigéncias curriculares (DSN-PEC) *. Pretende ainda
dar a conhecer o trabalho realizado neste projecto tendo em conta a sua estrutura e as
ideias subjacentes.

Um dos objectivos deste projecto € promover o trabalho colaborativo entre
professores de institui¢des de formacao inicial e professores do terreno, através do uso de
uma plataforma de comunica¢do a distancia, tendo como base a reflexdo sobre o
desenvolvimento das competéncias de cdlculo nos primeiros anos de escolaridade (dos 5
aos 12 anos). Pretende, ainda, desenvolver, experimentar e divulgar materiais que possam
ajudar os professores destes anos de escolaridade a desenvolver competéncias de cdlculo
nos seus alunos. Participam no projecto docentes das Escolas Superiores de Educacio de
Leiria, Lisboa e Setibal, professores do 1° e 2° ciclos do ensino basico e educadores de
infancia.

O projecto assume como ponto de partida trés ideias fundamentais que orientam
todo o trabalho que tem vindo a ser realizado pelos seus diferentes intervenientes.

A primeira, diz respeito a linha de investigacdo sobre as competéncias de cdlculo
e o sentido do nimero que sustenta o projecto e que assume como pressupostos de base

os seguintes aspectos: (i) as criancas desenvolvem e utilizam por si s6s uma grande

* O Projecto (DSN-PEC) ¢ da responsabilidade conjunta das Escolas Superiores de Educacio de Leiria,
Lisboa e Setibal e € financiado pela FCT com a referéncia POCI/CED/59680/2004.



variedade de estratégias de cdlculo; (ii) essas estratégias e procedimentos sao
transformados em diferentes niveis de abstrac¢do e de aplicacdo flexivel; (iii) esse
desenvolvimento caminha a par da aquisi¢do duma certa compreensdo dos niimeros, de
competéncias especificas, de relacdes numéricas e duma certa forma de pensar e
raciocinar matematicamente; (iv) as aprendizagens escolares influenciam o
desenvolvimento e utilizacdo destas estratégias e procedimentos (Fuson, 1992; Klein,
1998; Gravemeijer, Cobb, e Whitenack, 2000).

A segunda, relaciona-se com o modo como o projecto se desenvolve, encarando a
reflexdo sobre a pratica como um instrumento fundamental de desenvolvimento do
conhecimento do professor sobre o ensino e o processo de aprendizagem (Marcelo,
1992). Além das discussOes de textos sobre o desenvolvimento das competéncias de
célculo e do sentido do numero, os professores intervenientes t€m realizado reflexdes
conjuntas sobre a concep¢do e a implementacdo das tarefas em salas de aula pelas
diferentes equipas. A componente reflexiva é igualmente um processo integrante da
metodologia seguida no trabalho realizado por cada grupo durante o processo de
construcdo, realizac@o e reformulagdo das tarefas.

A terceira, refere-se a importancia da formacdo de equipas colaborativas,
considerando-se que constituem um enquadramento favordvel a experimentagdo e ao
desenvolvimento profissional dos professores (Saraiva e Ponte, 2003). Os participantes
deste projecto organizam-se em trés equipas de acordo com os niveis de ensino — Pré-
escolar, 1° Ciclo e 2° Ciclo, subdividindo-se em vérios grupos de trabalho formados com
base nos diferentes anos de escolaridade. Cada um destes grupos, constituido por dois
professores do ensino superior e por dois ou trés professores do terreno, concebe,
implementa e reformula tarefas sobre nimeros e cdlculo para o respectivo ano de
escolaridade.

Este trabalho teve inicio em 2003 e surge, inicialmente, associado ao projecto
Desenvolvendo o sentido do niimero. A componente de investigacdo tem vindo a ser
desenvolvida por alguns dos elementos que integram, actualmente, o projecto DSN-PEC

Uma das vertentes da investigacdo inclui a realizacdo de estudos de caso cujos principais

objectivos sdo compreender 0 modo como os alunos desenvolvem o sentido do nimero e



identificar préticas profissionais e o tipo de curriculo que favorece esse desenvolvimento.

Foram identificadas as seguintes questdes orientadoras:

®  Que aspectos do sentido do nimero sdo utilizados pelos alunos quando resolvem

problemas numéricos?

® Que caracteristicas das tarefas promovem o desenvolvimento do sentido do

numero?

® Que tipo de interac¢des professor/alunos favorecem o desenvolvimento do sentido

do niumero?

Nesta comunicag@o apresenta-se uma parte da andlise dos dados relacionados com

as duas primeiras questdes, assim como as categorias que serviram de base a essa andlise.

A andlise dos dados relativos aos aspectos do sentido do niimero utilizados pelos

alunos durante a realizagdo das tarefas teve como referéncia o modelo referido por

Mcintosh, A., Reys, B. J. e Reys, R. E. (1992), a partir do qual foram construidas

categorias de andlise adaptadas do referido modelo e que se apresentam na tabela 1.

Conhecimento e destreza

com 0s nimeros

Sentido da regularidade dos niimeros

Muiltiplas representacdes dos niimeros

Sentido da grandeza relativa e absoluta dos nimeros

Uso de sistemas de referéncia que permitem avaliar uma resposta ou
arredondar um nimero para facilitar o cédlculo.

Conhecimento e destreza

com as operacdes

Compreensio do efeito das operagdes

Compreensao das propriedades

Compreensio das relagdes entre as operagoes.

Aplicacdo do conhecimento
e da destreza com o0s
nimeros e as operagdes em

situacdes de cdlculo

Compreensdo para relacionar o contexto e os cilculos

Consciencializagio da existéncia de multiplas estratégias

Apeténcia para usar representacdes eficazes

Sensibilidade para rever os dados e o resultado.

Tabela 1 — Quadro tedrico sobre os aspectos do sentido do nimero adaptado de McIntosh ez al. (1992)

Para analisar os aspectos relacionados com a consciencializacdo da existéncia de

muiltiplas estratégias na resolu¢do de situacdes que envolvem procedimentos aditivos

e/ou subtractivos, foram definidas as seguintes subcategorias:



i. método dos saltos, em que as dezenas sdao adicionadas ou subtraidas a partir do
primeiro nimero em causa;

ii. método da decomposi¢do, em que as dezenas e as unidades sdo separadas e
tratadas isoladamente.

O segundo grupo de categorias relaciona-se com as caracteristicas das tarefas que
favorecem o desenvolvimento do sentido do niimero e inclui os seguintes aspectos:
i. significado do contexto e a sua relacdo com as experiéncias dos alunos;
ii. importancia do contexto na estruturacao dos nimeros;

iii. importancia da tarefa no desenvolvimento dos aspectos do sentido do ntimero.

O estudo que se segue corresponde a uma parte de um dos estudos de caso cuja
recolha de dados foi realizada numa turma do 1° ano do 1° ciclo do ensino bésico durante

a implementacdo da tarefa “Comprar brinquedos”.

A tarefa “Comprar brinquedos”

Nesta tarefa (ver figural) os alunos tinham a disposicdo um conjunto de cartdes
onde estavam desenhados vdrios animais de brincar. Dispunham ainda de duas notas
(falsas) de cinco euros e, posteriormente, de trés notas. A cada aluno foi distribuida uma
ficha individual. A ideia era que cada aluno imaginasse que iria comprar brinquedos
tendo em conta o dinheiro disponivel em cada uma das situacdes que seriam colocadas

pela professora.



Figura 1

Com a realizacdo desta tarefa pretendia-se que os alunos desenvolvessem um

conjunto de ideias e procedimentos tais como:
- Estruturar os pregos utilizando as “imagens” dos nimeros;

- Aprofundar a compreensio das unidades de base do sistema decimal e das suas

relacoes;
- Resolver problemas de adicdo e subtrac¢io;

- Desenvolver uma forma sistemdtica de inventariar todas as compras possiveis.

Implementacio da tarefa: analise e reflexao

A tarefa foi proposta pela professora da turma, que integra a equipa do projecto, e
a sua implementacdo foi observada por outros dois elementos do projecto, que a
registaram em video e elaboraram algumas notas de campo. Depois da realizacdo da
tarefa, seguiram-se momentos informais de reflexdo conjunta sobre aspectos que tinham
ocorrido na aula. Estes momentos foram fundamentais para fazer o levantamento de
eventuais alteragdes a serem efectuadas na tarefa e nas respectivas indicagdes para o
professor. E de salientar que, mesmo durante a realiza¢do da tarefa, surgiram algumas

situacoes de partilha de ideias entre a professora da turma e as professoras que



observavam a aula sobre a melhor forma de continuar a exploracio da tarefa, tendo em
conta as reac¢oes dos alunos.

Apresentamos e analisamos em seguida alguns episodios que pretendem ilustrar as
experiéncias vividas na sala de aula durante a implementacdo da tarefa e evidenciar os
aspectos do sentido do nimero utilizados pelos alunos.

Uma das questdes colocadas aos alunos no decorrer da tarefa foi:

- O que podem comprar com 2 notas de 5 euros?

Face a compra simulada, a professora questionou alguns alunos sobre o dinheiro
que tinha sobrado depois de cada um ter comprado o animal que escolheu. O episddio 1
mostra a explica¢do dada por uma das alunas, Carolina:

Episéodio 1

Carolina: Escolhia o coelho.

Professora: Porqué? E o senhor da loja deu-te troco?

Carolina: O senhor da loja deu-me 3 euros de troco.

Professora: Porqué?
Carolina: Porque 7 mais 3 sdo 10 e 10 menos 3 sdo 7.

A Carolina, ao dizer como pensou, explicita o seu conhecimento sobre as diversas
representacdes dos nimeros e utiliza esse conhecimento para representar o 10 recorrendo
a decomposi¢cao mais favordvel face a situacdo apresentada (7+3), conseguindo também
relacionar a operagdo adicdo com a subtraccio. O raciocinio de Carolina parece revelar a
aquisicdo de aspectos relativos ao conhecimento e destreza com os niimeros € ao
conhecimento e destreza com as operagoes.

Nesta questao houve alunos que responderam de modo incorrecto, parecendo ter
sido influenciados pelas suas preferéncias, ndo considerando a quantia disponivel para a
compra. Apesar disso, e perante questdes colocadas pela professora, conseguiram
calcular a quantia que lhes faltava. O episédio 2 € um exemplo desta situagdo e descreve
o didlogo que se estabeleceu entre o Roberto e a professora:

Episddio 2

Roberto: Comprava o cdo e a girafa

Professora: E quanto custam?

Roberto: O cdo custa 12 euros e a girafa custa 11.

Professora: E quanto precisas para comprares os dois?

Roberto: 11 mais 12 s@o 23. Preciso de 23 euros. Mas o dinheiro nao d4.

Professora: E como? Os dois brinquedos custam 23 e sé tens 10 euros! Quanto falta?

Roberto: Tiro 10 dos 11 e sobra 1. Somo 12 com 1 e faltam 13. Faltam mais duas notas de 5 ¢ 3
euros, ou 1 moeda de 2 e 1 euro.



Foi o proprio aluno que, com a ajuda da professora, identificou a impossibilidade
de compra dos dois brinquedos, o que mostra um reconhecimento acerca da grandeza
relativa do 23 quando comparado com o 10, para além de evidenciar a facilidade com
que consegue utilizar as diferentes decomposigcoes dos niimeros, utilizando a estrutura do
10. O recurso ao contexto do dinheiro, referindo as notas disponiveis, estd relacionado
com a compreensdo da relacdo entre o contexto do problema proposto e os cdlculos
necessdrios a sua resolucio. As respostas do Roberto parecem corresponder a aquisi¢do
dos trés aspectos do sentido do numero referidos por Mclntosh et al. (1992):
conhecimento e destreza com os niimeros, conhecimento e destreza com as operagoes e
aplicagdo do conhecimento e da destreza com os niimeros e as operagoes em situagoes
de cdlculo.

Outra das questdes colocadas aos alunos foi:

- E se tivessem mais uma nota de 5 euros ?

As estratégias usadas na resposta a esta questdo correspondem a utilizagdo da ideia
do dobro e a decomposi¢do de um niimero, neste caso, do 15. E de salientar que estas
decomposicdes foram realizadas de formas diferentes, havendo a consciéncia da
existéncia de madaltiplas estratégias de célculo, que corresponde ao conhecimento e
destrezas com os niimeros. O episédio 3 apresenta duas situacdes que sdo exemplo do
atrds referido:

Episodio 3

Iris: Comprava o elefante e o urso.

Professora: E quanto custam? Tens dinheiro que chegue?

fris: Custam 15 euros. Tenho, porque 5 mais 5 (aponta para 2 notas) sd@o 10 e mais 5 (aponta para
a outra nota) sido 15.

Hugo: Comprava o esquilo (14 euros).
Professora: Porqué? E quanto recebias de troco?
Hugo: Recebia 1 euro. Porque 15 menos 1 ¢ 14.
Professora: Consegues explicar de outra maneira?
Hugo: 10 mais 4 s3o 14 e mais 1 sdo 15.

A Iris contou de 5 em 5, parecendo compreender o sentido da regularidade dos
nimeros. O Hugo partiu do 15 e recorreu a subtraccao (saltos de 10 com compensacdo) e,

depois, partiu do 10 e recorreu a adi¢do (saltos de 10) — método dos saltos. O

conhecimento deste aluno acerca da regularidade dos nimeros e da relacdo entre as



operacdes adicao e subtrac¢do parece ter facilitado a utilizacdo das estratégias adequadas

e eficazes a resolucdo desta situagdo concreta.

Em sintese, e no que diz respeito ao desenvolvimento do sentido do nimero, os
alunos utilizaram alguns aspectos que nao foram ensinados mas que lhes permitiram fazer
raciocinios mais flexiveis. O trabalho desenvolvido nesta aula parece ter contribuido para
o desenvolvimento do conhecimento e da destreza com os niimeros, sendo evidenciado o
reconhecimento da grandeza relativa dos nimeros e o sentido da regularidade dos
mesmos quando os alunos comparavam a quantia de dinheiro disponivel com o preco de
cada brinquedo ou quando identificavam o padrdo de contagem associado as contagens.
Também o reconhecimento dos ndmeros utilizando miltiplas representagdes foi
favorecido em todo o trabalho desenvolvido, nomeadamente, quando alguns alunos
perceberam que determinadas decomposi¢des eram bastante udteis, na medida em que
facilitavam célculos que envolviam a adi¢do e a subtraccao (ver episddio 2).

O trabalho desenvolvido com os alunos a volta desta tarefa parece ter contribuido
também para um melhor conhecimento e destreza com as operagdes, nomeadamente no
que diz respeito a compreensdo sobre os efeitos da operacao adi¢do utilizando diferentes
nimeros, para além de tornar explicita a relacdo entre esta e a subtrac¢do. As conexdes
entre as operacoes adicdo e subtraccao sdo utilizadas pelos alunos na justificacdo dos seus
modos de pensar ao longo de todo o trabalho (ver, por exemplo, episddio 1).

A aplicagdo do conhecimento e da destreza com os niimeros e com as operagoes
em situacoes de cdlculo parece ter sido conseguida por alguns alunos durante a resolugdo
dos problemas associados a tarefa. A utilizagdo de diferentes estratégias de cdlculo foi
favorecida e parece que houve um reconhecimento, por parte de alguns, dos
procedimentos que se revelam eficazes em situacOes semelhantes, tais como a utilizagdo
do método dos saltos de 10 com compensagdo, recorrendo a subtrac¢do, e ao método dos

saltos de 10, recorrendo a adicdo.



Consideracoes finais

Este estudo permite realcar alguns aspectos do sentido do niimero utilizados pelos
alunos assim como reflectir sobre as caracteristicas da tarefa que favorecem o seu
desenvolvimento.

No que diz respeito aos aspectos do sentido do nimero, a andlise dos episddios
acima apresentados parece revelar que os alunos desenvolveram conhecimentos e
destrezas com os niimeros e com as operagdes adi¢do e subtraccdo, conseguindo aplicar
esses conhecimentos e destrezas em situagdes de cédlculo. O aspecto mais significativo do
trabalho realizado pelos alunos prende-se com o uso de estratégias e raciocinios flexiveis
de cdlculo que ndo foram ensinados e, atendendo ao facto de serem alunos de 1° ano, é de
salientar as raras as situacdes em que recorreram a contagem um a um.

Relativamente as caracteristicas da tarefa, o contexto utilizado, o dinheiro, faz
parte do dia-a-dia dos alunos e parece ter facilitado a atribui¢do de significado aos
nameros envolvidos. Por outro lado, o mesmo contexto, ao favorecer o uso de uma
determinada estrutura dos ndmeros (a base 5), parece ter constituido um elemento
fundamental no surgimento de estratégias adequadas. Estes resultados estdo de acordo
com a perspectiva de Heuvel-Panhuizen (2001), que considera que € a estruturacdo dos
nimeros que permite ir para além do cédlculo por contagem um a um, contribuindo para o

desenvolvimento de estratégias de calculo mais eficazes.
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Reflexiio sobre uma experiéncia de trabalho colaborativo e a distancia®
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Resumo

Este trabalho estd inserido no Projecto “Desenvolvendo o sentido do nimero:
perspectivas e exigéncias curriculares”, inicialmente designado por “Competéncias de
célculo e sentido do nimero”, que se tem vindo a desenvolver com a colaboragdo de
docentes das Escolas Superiores de Educacido de Setubal, Lisboa e Leiria e docentes do
ensino pré-escolar, do 1° e 2.° ciclos do ensino bdsico de vérias escolas do pais, sendo
coordenado pela Joana Brocardo da ESE de Settbal e tendo como consultor Jean-Marie
Kraemer de Citogroep-Holanda.

Nesta comunicacao, apds referirmos de forma sucinta os objectivos do projecto e
metodologia de trabalho, apresentaremos o balanco de uma primeira fase de trabalho do
projecto para a educacdo de infancia e 1° ciclo do ensino basico. Os dados que irdo ser
apresentados foram obtidos através de um questiondrio e constituem uma primeira

reflex@o dos professores e docentes envolvidos sobre o desenvolvimento do projecto.

Introducao

O projecto Desenvolvimento do sentido do niimero: perspectivas e exigéncias
curriculares visa aprofundar o estudo sobre o desenvolvimento do sentido do niimero nos
primeiros anos de escolaridade (5-12 anos), bem como aspectos relacionados com
desenvolvimento curricular em Matemdtica e a pratica dos professores. Mais
especificamente o projecto tem como objectivos:
a) compreender o0 modo como as criancas desenvolvem o sentido do nimero, sobretudo

em contexto de resolucdo de problemas;

5 . N . . . 4, .
Este trabalho insere-se no ambito do Projecto “Desenvolvendo o sentido do nimero: perspectivas
curriculares” financiado pela Fundagdo para a Ciéncia e Tecnologia.



b) identificar praticas profissionais e o tipo de curriculo que favorecem o
desenvolvimento do sentido do nimero (inteiros, decimais e fracg¢des);

¢) construir materiais curriculares facilitadores do desenvolvimento do sentido do
numero.

O projecto envolve cinco vertentes fundamentais:

1) trabalho tedrico, que corresponde a andlise da literatura nacional e internacional sobre o
desenvolvimento do sentido do nimero e sobre o desenvolvimento curricular em
Matematica;

i) trabalho empirico, que segue uma metodologia qualitativa interpretativa, organizado
em estudos de caso, baseado em entrevistas a alunos e professores e observagdes de sala
de aula;

ii1) construcdo de materiais para a sala de aula;

1v) difusao de resultados

v) andlise das potencialidades do uso de uma plataforma de comunicacdo a distancia pela
equipa de investigadores e professores participantes.

O projecto tem sido desenvolvido em colaboracdo por docentes das Escolas
Superiores de Educacdo (ESE) de Setibal, Lisboa e Leiria e docentes da educagdo de
infancia, dos 1° e 2° ciclos do ensino bdsico de vdrias escolas do pais. O projecto, sob a
designacao de “Competéncias de cilculo e sentido do ndmero”, foi iniciado em 2003/04.
Foram organizadas sub-equipas constituidas por dois ou trés professores do terreno
trabalhando em conjunto com dois professores das ESE (de preferéncia pertencentes a
duas ESE diferentes). A comunica¢do em cada sub-equipa foi feita via Internet havendo,
sempre que necessdrio, reunides conjuntas de discussdo. Periodicamente reunia toda a
equipa do projecto para discussdo de textos sobre desenvolvimento da competéncia de
calculo e do sentido do numero e para reflexdo conjunta do trabalho realizado (concep¢ao
e implementacao das tarefas) e perspectivar o trabalho futuro.

Para a elaboracdo das tarefas um ou vdérios elementos da sub-equipa criavam ou
adaptavam uma tarefa. Essa tarefa era enviada via e-mail aos outros elementos da sub-
equipa e em interaccao aperfeigoava-se a tarefa. Este processo poderia ou ndo ter também
encontros presenciais. Este aperfeicoamento tinha vdrias etapas até a tarefa ser colocada

no sitio web do projecto. Depois a tarefa era implementada na sala de aula. Como os



professores trabalham em grupos de dois ou trés, sempre que foi possivel um conduzia a
aula de apresentacdo da tarefa e o outro tinha o papel de observador. No final faziam o
registo da situacdo e uma reflexdo sobre o que aconteceu. Esta reflexio era alargada, de
novo via e-mail, aos restantes membros da sub-equipa. De seguida, a tarefa era
reformulada e colocada na pagina web onde todos os membros da equipa t€m acesso.

S6 depois deste processo concluido € que se pensava noutra tarefa.
Na comunicagdo entre os participantes foi privilegiado o uso de uma plataforma de
comunicag¢do a distancia

Em 2004/05 decidiu-se que, em vez de pensar numa tarefa de cada vez,
planedvamos uma cadeia de 3 ou 4 tarefas com alguma sequencialidade e que permita
que os alunos “saltem” de nivel na compreensdo dos conceitos e sé depois € que serdo
implementadas.

Neste artigo apresenta-se a andlise dos dados de um questiondrio respondido pelos

participantes no final do primeiro ano do projecto.

O questionario

O questiondrio respondido pelos membros da equipa do projecto tinha os seguintes

items:
1. Identificacdo
2. Motivagdo para participar no projecto
3. Avaliacdo da plataforma de comunicacao
4. O papel das sessdes presenciais
5. O processo de construgdo das tarefas
6. Desafios colocados pela participagdo no projecto
7. Caracterizacdo do projecto

Na seccdo seguinte apresentam-se os dados resultantes da andlise das respostas ao

questiondrio.

Analise dos dados



1. Identificagdo
Responderam ao inquérito 11 membros da equipa, sendo 2 doutorados, 7 com
mestrado e 2 com licenciatura. Destes 5 pertencem a ESEs, 5 a EB1 e 1 a um jardim de

infancia.

2. Motivagdo para participar no projecto
A motivagdo para integrar a equipa € diversa. Vai desde o interesse pelo tema a

oportunidade de trabalho colaborativo para aprofundar a reflexdo sobre ele e para a

concepcao de tarefas:

A pertinéncia do tema

O tema e a oportunidade de participar num projecto de desenvolvimento
curricular/investigacdo muito pertinente para a minha pratica (P8).

O facto de trabalhar na formagdo de futuros professores do 1° ciclo, com a
participacdo neste projecto poderei aprender mais sobre a aprendizagem da
matemadtica no 1° ciclo e conhecer “novas” perspectivas de desenvolvimento do
sentido do nimero nos primeiros anos de escolaridade (P1).

Oportunidade de trabalho colaborativo
Também a oportunidade de trabalhar com outros colegas € mencionado:

Troca de experiéncias com colegas e gosto pela investigacdo (P6).

Bem como a possibilidade de aprofundar o tema:

Pensei que seria um bom grupo para continuar a aprofundar a reflexdo que ja vinha a
fazer nos ultimos tempos sobre as questdes do ensino e aprendizagem da Matemdtica
nos primeiros anos, nomeadamente no que diz respeito as questdes do cdlculo (P9).

Concepgado de tarefas para sala de aula
Ja no que se refere aos professores do 1° ciclo e educadores, as razdes para

participar no projecto prendem-se com aspectos relativos a sala de aula:

O meu desejo de proporcionar aos meus alunos uma melhor competéncia no dominio
do calculo (P5).



Aprender e trabalhar com tarefas novas ao nivel de sala de aula (P4)

A comunicagdo a distdncia

Apenas um dos respondentes se refere ao uso da plataforma e da comunicagio a
distancia, como uma das razdes para entrar no projecto:

(...) e autilizac@o de uma plataforma web com possibilidade de fazer trabalho via mail
(P7).

3. Avaliagao da plataforma de comunicacdo

No balango sobre a utilizacdo da plataforma, sdo referidos aspectos positivos que se
prendem com a facilidade de comunicagdo, a acessibilidade a materiais e a sua
organizacao:

Destacava como aspectos mais positivos da plataforma a sua organizagdo e facilidade
de "navegacao"entre os diversos itens (P1).

Poder haver troca de ideias entre membros dos diferentes grupos. Estarem disponiveis
diferentes materiais a que podiamos ter acesso (P10).

Aspectos negativos: ndo foram referidos por cerca de metade dos respondentes.

Os outros referem as limitacdes da prépria plataforma (tempo limitado de utilizacdo
do chat) ou o facto da plataforma limitar os encontros presenciais (considerados muito

ricos)

Qualidade dos materiais disponibilizados
Os textos tedricos disponibilizados na plataforma sdo unanimemente considerados

de muito interesse e indispensaveis para haver uma base comum de discussdo. O facto de
ndo ter havido oportunidade para os discutir com detalhe nas sessdes presenciais €
real¢cado, considerando todos que tem de haver essa discussao:

Muito pertinentes, mas precisavam de ter sido mais discutidos em sessdes presenciais
(P5).

Qualidade dos produtos realizados
Para 9 dos 11 respondentes a qualidade dos produtos realizados foi de encontro as



expectativas. Os vdrios participantes encontram justificacdes diferentes para a sua
resposta. Para os que responderam sim, as justificagdes variam consoante se trata de
formadores ou de professores. Para a formadora PIl, embora tenha respondido
afirmativamente, considera que as ideias subjacentes levam tempo a apreender e talvez

daqui a um tempo as tarefas sejam mais conseguidas:

A qualidade dos produtos realizados foi, em termos globais, de encontro as minhas
expectativas. Contudo, julgo que a apreensdo das ideias que sustentam este projecto
demora algum tempo e, por isso, fico sempre com a sensacido que daqui a uns tempos
as tarefas produzidas seriam ainda melhores. Resultariam de ideias mais discutidas e
reflectidas (P1).

A qualidade das tarefas produzidas € explicitamente referida por uma das
participantes:

Esperava um conjunto de materiais que problematizasse as questdes da inicia¢do ao
calculo e foi conseguido, apesar de considerar que se pode fazer melhor e mais (P7).

4. O papel das sessdes presenciais
O papel que desempenharam as sessdes presenciais (num total de 6)é um outro
aspecto que é importante perceber dado tratar-se de uma primeira experiéncia onde se
esperava que a comunicagdo a distancia tivesse um certo peso. Todos os respondentes
consideram que as sessdes presenciais foram fundamentais como:
Espaco de organizacdo do trabalho em grande e pequeno grupo
Julgo que desempenharam bem o seu papel: permitiram organizar o trabalho do

grande grupo em termos de datas e prazos; proporcionaram a discussdo de textos e a
apresentacdo de alguns resultados da implementacao das tarefas (P1).

Espaco de partilha

Partilhar a filosofia geral do projecto; partilhar novas ideias surgidas das leituras dos
textos, da implementacdo das tarefas e estabelecer/fortalecer as relacOes entre os
elementos do projecto (P2).

Muito importantes. Os aspectos que ndo foram partilhados em plataforma virtual,
foram por demais partilhados em sessdes presenciais, 0 que nos poderd levar a
concluir algo sobre as limitacdes e dmbito de enquadramento de um trabalho tendo



por base uma plataforma virtual (P7).

O relevo e importancia dado pelos participantes as sessdes presenciais sao também
sentido quando 9 dos 11 respondentes consideram ter sido uteis mais sessdes presenciais.
Os objectivos que teriam essas sessOes variam e vao desde o melhor relacionamento e
conhecimento do grupo de trabalho a uma maior consciencializacdo dos objectivos e dos
suportes tedricos do projecto:

Os objectivos eram ambiciosos, era necessario que todos estivessem mais conscientes
desses objectivos, que os documentos tedricos tivessem sido discutidos, que a
matematica em questdo tivesse sido percebida por todos, principalmente a forma como
ela seria metodologicamente trabalhada (P5).

Reunides presenciais por grupos:

Numero de | Nimero de
reunides respostas
presenciais

1 2

2 3

3 1

4 2

5 ou mais 3

Tabela 1: Reunides presenciais por grupos
Onde se constata que o nimero de respostas que afirma que foram realizadas 2

sessOes presenciais ou menos € o mesmo dos que dizem 4 ou 5.

5. O processo de construgdo das tarefas

O processo de elaboracdo das tarefas ndo foi uniforme. Cada grupo encontrou a
sua forma de funcionar. Das respostas dadas ao questiondrio pode afirmar-se que, muitas
vezes, o arranque foi dado em sessdes presenciais.
Valorizagdo de sessoes presenciais do pequeno grupo

Combindvamos o dia em que nos encontrdvamos e nesse dia acertdvamos como seria a
tarefa. Depois organizdvamos a tarefa e iamos partilhando e discutindo através de mail
ou telefone (P9).



Predomindncia do correio electronico

O correio electronico também foi usado para lancar a tarefa para o grupo e para
continuar a discussao:
A ideia, tema era mais ou menos comum e havia sempre alguém que avancava com
uma proposta um pouco mais concreta. Essa proposta era discutida por mail,
melhorada, levava bastantes altera¢des. Havia uma experimentac¢do em sala de aula e a

proposta era de novo reavaliada. As vezes com bastantes impasses e muito
"ruido"(P7).

De realcar que quer com encontros presenciais quer a distdncia parece ter havido
sempre uma colaboragdo efectiva entre todos os elementos do grupo na construgdo das
tarefas:

Inicialmente pensdvamos na tarefa: elaborava-se uma. Nesta primeira fase, havia
bastante didlogo entre as professoras que iriam aplicar a tarefa e os restantes membros
do grupo. Era discutido o objectivo e a forma como iria ser aplicada a tarefa. Esta
discussdo era feita em encontros presenciais e através de e-mail. Depois de
implementada a tarefa, era feita nova discussdo com encontros presenciais e através de
e-mail (P10).

Faridade entre os elementos do grupo

Os grupos parece terem funcionando numa base paritiria, embora os seus
elementos realizassem tarefas diferentes. Das respostas aos questiondrios deduz-se que
qualquer dos elementos do grupo podia ter a iniciativa de propor a tarefa:

Um dos elementos tomava a iniciativa de apresentar uma ideia para a tarefa a propor
aos alunos com indicacdo dos procedimentos que pretendia desenvolver. Depois era
pedido aos outros elementos que emitissem opinido, que acrescentassem ideias a ficha
com as sugestdes para o professor (P2).

6- Desafios colocados pela participagdo no projecto

Dez dos 11 respondentes consideram que foram colocados perante novos desafios
ao participarem neste projecto. Alguns consideram que esses desafios t€ém a ver com
questdes de cdlculo e do sentido do nimero:
Novas abordagens para a aprendizagem dos niimeros e do cdlculo

O principal desafio foi sem duvida trabalhar as questdes do célculo e do sentido do
nimero numa outra perspectiva. Foi também um desafio trabalhar mais de perto com



um conjunto de pessoas que nao conhecia nem pessoalmente nem profissionalmente
(P1).

Trabalhar o sentido do nimero de maneira diferente com os alunos da formacao
inicial (P8).

Formulagdo de tarefas de acordo com os principios desta abordagem
Outro menciona as questdes de ordem pedagogica que lhe surgiram:

Ainda tenho um longo caminho a percorrer para perceber o tipo de "ferramentas"ou
organizacdo de pensamento mais interessante para que os alunos adquiram
competéncias de célculo. Este projecto levantou imensos desafios e muitas questdes
sobre o trabalho a propor aos alunos e as situagdes problemadticas a desenvolver no
sentido de ficarem a deter modos de pensar que facilitem a aquisi¢do do sentido de
nimero e de competéncias de cdlculo (P7).

Ou mais especificamente conhecimentos relativos a estratégias

Estratégias de desenvolvimento de cdlculo mental e trabalho com ndmeros para uma
melhor compreensao do conceito de nimero (P4).

Ou o uso da plataforma como forma de comunicagdo

Precisamente o recurso a uma plataforma (foi a lavez) (P11)

Aquisi¢do de novos conhecimentos

Todos os participantes responderam afirmativamente quando questionados se
tinham adquirido conhecimentos novos com a participagdo no projecto. De novo, os
conhecimentos adquiridos sdo de diferente indole:
- aspectos relativos ao ensino da matemadtica no 1° ciclo:

A participacdo neste projecto permitiu, a nivel dos conhecimentos, o contacto com
novas perspectivas (pelo menos para mim) sobre o ensino da matemadtica no lo
ciclo. A apresentacdo por parte das professoras das turmas dos resultados da
implementacao das tarefas permitiu também um maior conhecimento sobre a forma
como os alunos deste ciclo reagiram as tarefas propostas, evidenciando as suas
dificuldades e estratégias utilizadas (P1).

Conhecimentos a nivel do processo de construgdo e andlise de tarefas (P3).

- aspectos relativos a organizac¢do do trabalho em equipas e a comunicacao a distancia

Adquiri conhecimentos acerca das questdes que se levantam para articular o trabalho a
distancia dentro de uma equipa com o estabelecimento de relagdes colaborativas entre
os elementos dessa equipa (P2).



7. Caracterizacdo do projecto

Todos os participantes se manifestam positivamente quando questionados se
querem continuar a trabalhar no projecto. Quando lhes é pedido para caracterizar o
projecto para um colega que queiram convidar, os argumentos utilizados vao desde
aspectos relativos ao ensino-aprendizagem da Matemadtica no 1° ciclo, nomeadamente a
construcdo e discussdo de materiais:

Pelo seu cardcter inovador e de concretizagdo curricular através da defini¢do de
tarefas (P3).

E uma maneira de actualizar os nossos conhecimentos e uma oportunidade para
discutir e reflectir com outros professores sobre temdticas actuais (PS).

Trata-se de um projecto interessante, desafiante, trabalhoso mas muito rico em
reflexdo e materiais interessantes sobre como desenvolver as competéncias de cdlculo
nos primeiros anos (P9).

Em primeiro lugar pela discussao de ideias novas. Depois pelo leque de novas tarefas,
a implementar com 0s nossos alunos, a que podemos ter acesso (P10)

Consideracoes finais

Embora nem todos os membros da equipa tenham respondido ao questiondrio,
entre os respondentes existe algum equilibrio relativamente aos que trabalham numa das
ESE envolvidas e os que sdo professores do 1° ciclo.

Todos os participantes apresentam como principais motivagdes o tema do projecto
e a sua relevdncia para a aprendizagem da Matemdtica nos primeiros anos. A
oportunidade para participar num grupo de trabalho com estas caracteristicas ¢ também
ressaltado. Relativamente ao modo de trabalho do projecto existia alguma curiosidade
pela comunicacdo a distancia, mas sem dispensar, antes pelo contrdrio valorizando, os

encontros presenciais, quer com toda a equipa, quer ao nivel das sub-equipas.



Um outro aspecto que merece realce ¢ a forma de constru¢do das tarefas e a
colaboracdo implicita nesse processo, nomeadamente o processo de discussdo e
elaboracdo dentro de cada uma das sub-equipas. Todos consideram que aprenderam
muito com 0 processo.

Para finalizar queremos referir que o funcionamento em parceria educagio
bésica/ensino superior, base da organizacdo e funcionamento deste projecto, parece-nos

promissor e uma forma de trabalhar novas abordagens para o ensino da Matematica.



O sentido do niimero: o caso dos decimais e das fraccoes

Cecilia Monteiro ESE de Lisboa ceciliam@eselx.ipl.pt
Hélia Pinto ESE de Leiria heliagp @ese.ipleiria.pt

O ntimero racional é um assunto chave e cuja aprendizagem se reveste da maior
importancia para aprendizagens futuras, tanto na Matemadtica como noutras disciplinas,
sendo também um dos assuntos mais complexos do Ensino Bésico. Os alunos revelam
dificuldades que por vezes ultrapassam as primeiras aprendizagens e se prolongam
durante toda a sua vida escolar. Essas dificuldades t€ém sido objecto de estudo na
investigacdo em Educacdo Matemdtica, por exemplo no Rational Number Project, 1979-
2003. Para além do assunto ser em si mesmo complexo, uma das fontes dos obstaculos a
sua compreensao pode ser atribuida ao facto da representac@o simbdlica convencional ser
introduzida demasiado cedo. Na verdade, a realidade portuguesa mostra uma forte
tendéncia para os professores darem a énfase ao cdlculo algoritmico, as regras e aos
procedimentos impostos, relegando a resolucdo de problemas para um lugar muito
secunddrio. Exercicios como a redu¢do a0 mesmo denominador para ordenar e comparar
frac¢Oes, para adicionar e subtrair, sdo actividades que preenchem a quase totalidade do
tempo dedicado a este assunto, no 2° ciclo. E paradigmatico o caso da divisdo de nimeros
representados por frac¢des, em que os alunos t€m de praticar a exaustdo o algoritmo, sem
tdo pouco serem postos na situacdo de resolver problemas que podem ser resolvidos sem
a aplicacdo da regra. Outro aspecto a realcar € a pouca conexdo que € feita com a
representacdo decimal. Os decimais, as frac¢des, as razdes e as percentagens surgem no
curriculo do ensino bdsico como assuntos separados, o que amplia as dificuldades
inerente a sua aprendizagem.

Nesta comunicagdo iremos apresentar resultados preliminares de um projectoé,
que estuda uma abordagem as frac¢des através de problemas de partilha equitativa em
contextos significativos para os alunos. Estes problemas implicam o quociente de dois
nimeros naturais, relegando os algoritmos convencionais para uma fase posterior. O
facto dos alunos no 1° ciclo estudarem a divisdo a partir do 3° ano de escolaridade, torna

os contextos de partilha equitativa um bom ponto de partida para a introducdo das

% No ambito do Projecto Desenvolvendo o sentido do niimero: perspectivas e exigéncias curriculares.



fracgdes. A divisdo ndo inteira pode ter como quociente um ndmero que poderd ser

representado por um numeral decimal (programa do 4° ano de escolaridade), mas também

1
por uma frac¢do. Se dividir 5 folhas de papel por 2 meninos, dou 2,5 ou 25 de folha a

cada um.

Os objectivos do projecto sio os seguintes’: 1) Perceber como as criancas
desenvolvem o sentido de nimero racional, tendo como primeira abordagem contextos de
partilha equitativa e partindo das estratégias informais dos alunos na resolucdo de
problemas; 2) Avaliar, do ponto de vista do professor as vantagens desta abordagem
relativamente as suas praticas anteriores, 3) Elaborar materiais de apoio para professores
do ensino basico no dmbito do desenvolvimento do sentido do nimero racional, através

do aperfeicoamento das tarefas propostas e implementadas.
Os diferentes significados das fraccoes
No estudo das frac¢des ha que ter em conta os diferentes significados que as fracgdes

podem tomar, dependendo dos contextos em que se inserem e da unidade a que se

referem. Por exemplo, se perguntarmos que fraccdo estd representada na fig.l,

provavelmente obteremos vdrias respostas:

fig. 1

° se considerarmos a relagdo parte sombreada/toda a figura;

3
5
3 . ~ ~
5 se considerarmos a rela¢do parte sombreada/parte nao sombreada;

—_—

° 15 se considerarmos como unidade a parte ndo sombreada da figura.

As maiores dificuldades inerentes ao estudo deste assunto prendem-se com a

questdo da unidade tomada como a entidade a ser fraccionada e com os diferentes

7 Nesta comunicacio s6 apresentaremos resultados relativos ao primeiro objectivo.



contextos em que aparecem as fraccdes. Metade de um quilo de laranjas ndo € o mesmo
que metade de uma dizia de ovos, ou um ter¢o de um folha de papel A4, ndo € o mesmo
que um terco de um folha AS.

Ao nivel elementar, em contextos escolares as frac¢cdes podem assumir diferentes

significados:

a) A relagdo parte/todo de uma unidade continua:

| W

(trés quintos de uma folha de papel esta pintada)

ou a relacdo parte/todo de uma unidade discreta:

OOOOOg

estd sombreada). Nestes casos a fraccdo surge da comparacdo entre a parte € o

(trés quintos de uma colecg¢do de cinco berlindes

todo, considerado este a unidade. O denominador indica o nimero de partes em
que a unidade esté dividida e o numerador o nimero de partes escolhidas;
b) O quociente entre dois ndmeros inteiros representado pela fraccio a/b (com o
denominador diferente de zero) em situagdes de partilha equitativa, € uma relagdo entre
duas quantidades, mas que também tem o significado de uma quantidade. Por exemplo,
trés chocolates a dividir por cinco criangas representa a relacdo entre o nimero de
chocolates e o niimero de criangas, mas também representa o resultado dessa divisdo ou

seja a quantidade de chocolate com que cada criancga ficou.

| W

. o 3 R . .
¢) Operador partitivo multiplicativo: g><20 (trés quintos de vinte). Neste caso a

fraccdo a/b transforma o cardinal de um conjunto discreto. No caso de uma figura,

tem o efeito de amplia¢do ou de redugdo.



d) A medida, onde se compara uma grandeza com outra tomada como unidade. O
aluno terd de fraccionar a unidade de medida numa parte que esteja contida um

nimero inteiro de vezes na quantidade a medir.

Al |B

Cl |D C_l):gXA_B

e) A razdo entre duas partes de um mesmo todo, por exemplo numa turma a razao

entre o nimero de rapazes e o nimero de raparigas € de trés para cinco.

O contexto escolar portugués

O curriculo portugués
O programa do 1° ciclo em vigor contempla o estudo dos decimais e das fraccdes,

somente como operadores partitivos aplicados a um conjunto discreto. No 2° ano de
. 1 1 ~ . . 3 99
escolaridade os operadores EX e ZX sdo introduzidos para representar “a metade de” e

“um quarto de”, estabelecendo a relacdo com os operadores inversos “o dobro de” e o

“quédruplo de”, respectivamente. Quando € introduzida a décima, no 3° ano de
. c . . . e 1
escolaridade também se assinala que devera ser reconhecida a equivaléncia de BX’ 0,le

+10. No entanto, o conhecimento que temos da realidade do 1° ciclo permite-nos afirmar
que a notac¢do em forma de frac¢do, no estudo dos decimais, ndo € usada pela maioria dos
professores do 1° ciclo, nem tdo pouco os operadores fracciondrios aplicados a um

conjunto discreto.



No 2° ciclo o programa volta a dar grande importancia aos decimais no 5° ano,
remetendo o estudo das fracgdes para o final desse ano (nocdo de fracgdo, fracgdes
equivalentes, comparacdo de nimeros representados por fracgdes, adicdo e subtraccio).
No 6° ano aparecem a multiplicacdo e a divisdo de frac¢Oes e posteriormente a razio e a
proporcionalidade. Mas €, de um modo geral, no 6° ano que as frac¢des sio pela primeira
vez trabalhadas com os alunos, visto que a grande parte dos professores opta por ensinar
toda a tematica das frac¢des no 6° ano, devido ao facto do programa do 5° ano ser
considerado muito extenso. Na nossa opinido ¢ demasiado tarde, que seja aos 11 anos que
0s nossos alunos tenham, pela primeira vez, contacto com a representacdo de niimeros

ndo inteiros em forma de frac¢do.

Abordagem usual das fraccoes em Portugal

As abordagens usuais feitas pelos professores do 2° ciclo, baseiam-se quase
exclusivamente em situacdes de relagdo parte/todo referenciadas a um todo continuo,
ilustradas com rectangulos ou circulos. O professor apresenta aos alunos uma figura
dividida em parte iguais, onde se pintam algumas delas e a frac¢do aparece como relagdo
entre a parte seleccionada e o todo da figura. O conceito de fraccdes equivalentes é
também explicado recorrendo ao modelo acima referido, tal como as operacdes adi¢do e
subtrac¢do. Raramente sdo apresentados outros contextos para as fracgdes, passando-se
de imediato para a representacdo formal e para os algoritmos. Uma andlise aos manuais

revela ndo s6 uma preferéncia por esta abordagem, como ainda a quase inexisténcia de

o . . 1
outras (a existir € a abordagem formal da fraccdo como quociente exacto 3 =1+3 =

0,333...). Raramente sdo apresentados aos alunos problemas de divisido, de modo a que a
frac¢do represente o quociente entre dois nimeros naturais, proveniente de problemas
onde surge a necessidade de partilhar igualmente uma certa quantidade.

As fracgOes e decimais sdo tratados separadamente no curriculo e sem conexdes,
sendo feita uma abordagem mecanicista ao estudo das frac¢des bem como a razao e

proporcionalidade. No estudo das fraccdes trabalha-se essencialmente a reducdo ao
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mesmo denominador, as regras das operagdes, a “lei do corte”

e as expressoes
numéricas. J4 a razdo e a proporcionalidade directa aparecem no 6° ano mas desligadas
das fracgdes. Aplica-se o produto cruzado sem se fazer a ligacdo com as fraccdes

equivalentes.

O Estudo

Este estudo implementa uma primeira abordagem curricular das fracgdes através
de situagdes de partilha equitativa em situacdes significativas para alunos de 10/11 anos.
As ideias subjacentes a este trabalho baseiam-se em estudos desenvolvidos por Streefland
(1986, 1991:

1. A realidade dos alunos é a fonte para a formagdo de
conceitos e também para a sua aplicacao;

2. Os alunos resolvem os problemas, através dos seus proprios
métodos,

3. O processo de aprendizagem parte da producdo de
simbolos, diagramas e outros modelos criados pelos alunos;

4, Os diversos conceitos que intervém no estudo das fracg¢des
ndo sdo tratados de uma forma separada. Eles surgem naturalmente das
produgdes dos alunos na resolucdo de problemas;

5. O ensino € altamente ¢ interactivo

Intervenientes e processo

Participaram neste estudo, até a data desta comunicagdo, trés turmas de alunos
perfazendo um total de setenta e cinco alunos (quinze grupos), trés professores, dois no
seu segundo ano de servico e um com quinze anos de servico.

Foram, até agora apresentados aos alunos trés tarefas num total de doze

problemas. Antes porém, as tarefas e a respectiva planificagdo eram discutidas com os

/
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professores. As planificacdes continham indicacOes para os professores nomeadamente,
sugestdes para a apresentacdo das tarefas e indicavam possiveis caminhos a seguir pelos
alunos.

Com a primeira tarefa pretendeu estudar-se a frac¢do como quociente de dois
nimeros inteiros, a sua comparacdo com a unidade, a comparacdo de fraccdes e a sua

conexao com dizimas finitas.

Tarefa 1
Problema 1
® Quatro amigos foram a um restaurante e pediram trés pizas. Dividiram igualmente as trés pizas.
Que parte de piza comeu cada amigo?
Descreve o processo que utilizaste para responder a questdo. Podes fazé-lo utilizando palavras,
desenhos, material, esquemas ou cdlculos
e Cada amigo comeu mais que uma piza ou menos que uma piza? Explica o teu raciocinio.

Problema 2

° Se em vez de quatro amigos fossem oito amigos, pedissem trés pizas e as dividissem
igualmente, que parte de piza comeria cada um?
Descreve o processo que utilizaste para responder a questdo. Podes fazé-lo utilizando palavras,
desenhos, material, esquemas ou cdlculos.

° Cada amigo comeu mais que uma piza ou menos que uma piza? Explica o teu
raciocinio.
Problema 3

° Em qual dos grupos anteriores, o de quatro amigos (tarefa 1) ou o de oito amigos (tarefa
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Com a tarefa seguinte fez-se a conexdo das frac¢des com dizimas infinitas,

estudou-se a fraccdo como operador e a reconstru¢do da unidade.

Tarefa 2
Problema 4

° A Rita tem cinco chocolates e quer dividi-los igualmente por seis amigas. Ajuda a Rita a
descobrir que parte de chocolate dard a cada amiga.

Descreve o processo que utilizaste para ajudar a Rita. Podes fazé-lo utilizando palavras, desenhos,
material, esquemas ou cdlculos.

° Cada amiga recebeu mais que um chocolate ou menos que um chocolate? Explica o teu
raciocinio.
Problema 5

° O Carlos colecciona tampinhas de garrafas de 4gua. Quando tinha 6 tampinhas perdeu dois

sextos das tampinhas. Quantas tampinhas perdeu?

Descreve o processo que utilizaste para responder a questdo. Podes fazé-lo utilizando palavras,
desenhos, material, esquemas ou cdlculos.




Problema 6

° O Carlos continuou a coleccionar tampinhas de garrafas de dgua. Passado algum tempo, trés
tampinhas correspondiam a um quarto do nimero total de tampinhas da sua coleccdo. Quantas
tampinhas jd tinha o Carlos?

Descreve o processo que utilizaste para responder a questdo. Podes fazé-lo utilizando palavras,
desenhos, material, esquemas ou calculos.

Seguiu-se o estudo das fraccdes improprias, do numeral misto, das fraccdes
decimais, a representacdo de inteiros por meio de fracgdes e as fraccdes equivalentes com

a explorag@o de mais duas tarefas.

Tarefa 3
Problema 7

° A Helena tem cinco sobrinhos e resolveu comprar seis chocolates para distribuir igualmente
pelos sobrinhos. Ajuda a Helena a descobrir que parte de chocolate dard a cada sobrinho.

Descreve o processo que utilizaste para ajudar a Helena. Podes fazé-lo utilizando palavras, desenhos,
material, esquemas ou célculos

e Cada sobrinho recebeu mais que um chocolate ou menos que um chocolate. Explica o teu
raciocinio.

Problema 8

e A Helena comprou também quatro chocolates para distribuir igualmente pelos seus dois filhos.
Que parte de chocolate deu a cada filho?
Descreve o processo que utilizaste para responder a questao.

e A cada filho deu mais ou menos que um chocolate? Explica o teu raciocinio

Problema 9
e Para o aniversdrio da Soraia a mae fez dois bolos e dividiu cada um em dez fatias iguais. Cada
fatia que parte € de um bolo?

e E cinco fatias?
e O que te parece que representa a fraccio 10/10?
e E a fraccao 20/10?

Tarefa 4
Problema 10

® Quando a Sara e a irma foram lanchar havia na fruteira cinco magas e meia. Escreve uma frac¢ao

que represente o nimero de magas que havia na fruteira. . \ .
00000




e Quando terminaram de lanchar ficaram na fruteira 9/4 de maca. Quantas magas inteiras
sobraram?
¢ Desenha uma figura que possa representar as magas que sobraram.

Problema 11

¢ No dia do seu aniversdrio a Joana levou para a escola um saco com chocolates para distribuir
pelos seus colegas. A Joana comecou por distribuir, igualmente, 3 chocolates aos primeiros 4 colegas
que chegaram a sala. Que porc¢ao de chocolate comeu cada um?

® Pouco depois chegaram mais 8 colegas, por quem a Joana distribuiu, igualmente, 6 chocolates.
Que porcao de chocolate comeu cada um?

¢ Ainda tinha 9 chocolates para distribuir, igualmente, pelos 12 colegas da turma que ainda ndo
tinham chegado. Que porcao de chocolate iria comer cada um dos elementos deste tltimo grupo?

e Supondo que eras colega de turma da Joana, a que grupo preferias pertencer? Justifica a tua
resposta utilizando palavras, desenhos, esquemas ou calculos.

Problema 12

e Numa pizzaria, na mesa A estdo sentadas 5 pessoas a comer 4 pizas e na mesa B estdo sentadas 6
pessoas a comer 5 pizas. Em que mesa se come mais piza?

Na experiéncia que levamos a cabo, em duas turmas do 5° ano e uma do 6° ano, os
alunos nunca tinham estudado frac¢des. Desde a primeira aula, os alunos trabalharam em
grupo a volta de variados problemas de partilha equitativa, sem que lhes tivesse sido
explicado como os podiam resolver. Cada grupo tinha na mesa uma unica folha grande
com o enunciado dos problemas, onde era pedido para registarem as respostas,
justificando. Era também fornecido um conjunto de materiais de cartdo simbolizando
pizas, chocolates (para as unidades continuas) e tampas de garrafas de dgua (para
unidades discretas). O papel do professor durante o trabalho de grupo era essencialmente
o de levantar questdes, promover a discussdo entre os alunos e fazer com que todos os
elementos do grupo participassem na resolu¢do da tarefa. As respostas dos grupos
(producdao do grupo) eram depois apresentadas em plendrio de turma e discutidas as

diferentes estratégias.

Analise das produgoes



Ap6s a resolucdo dos primeiros problemas (tarefa 1), seguiu-se a apresentacdo e

discussdo em plendrio das produ¢des dos grupos, onde estas foram confrontadas, se

reflectiu sobre o trabalho desenvolvido e o professor aproveitou para introduzir a

simbologia relativa as fraccdes. As estratégias apresentadas pelos grupos’ foram as mais

variadas (veja tabela 1).

Tabela 1: Estratégias apresentadas pelos alunos na resolu¢do da primeira parte da tarefa 1

Categorias de resposta — tarefa 1

Numero de grupos

A — dividiram as 3 pizas em quartos e deram 3 fatias a cada um.

ABYARYAR
NIPANEANIEY

10
ARYARYAR
NIPANPANEY
B — dividiram 2 pizas em metades e a terceira piza em quartos e deram metade
2

maiS um quarto.

C — dividiram as 3 pizas em oitavos e deram a cada um 2 oitavos.

T

D — desenharam dividindo as 3 pizas em oitavos e contaram os oitavos de uma
piza. Multiplicaram por 3, seguidamente dividiram 24 por 4 (4 amigos) e

responderam 6 fatias. /1@\ /1@;\ /1@\

sy sy sy

E - dividiram 3: 4 e obtiveram 0,75 que igualaram a 75%.

A maioria dos grupos optou por dividir cada piza em quatro partes iguais, dois

grupos dividiram duas pizas em metades e a terceira em quartos. Outros dois grupos

(categoria de resposta C e D) dividiram cada uma das trés pizas em oitavos, no entanto na

categoria de resposta D os alunos resolveram o problema utilizando o seu conhecimento

dos nimeros inteiros e da divisdo inteira. Um outro grupo (categoria de resposta E)

utilizou os seus conhecimentos da divisdo e dos numerais decimais e apresentou o

resultado 0,75.

? A andlise feita refere-se as trés turmas.




A partir do confronto destas estratégias informais dos alunos foi possivel fazer a
equivaléncia entre as diferentes formas de apresentar os resultados e principalmente a
relacdo com a divisao.

Podemos verificar assim, que nesta fase sO trés grupos usam os termos quartos,
oitavos e metades. Os restantes escrevem fatias, mas os desenhos que fizeram elucidam
se sdo quartos, oitavos ou metades.

Na comparacido com a unidade, todos os grupos referem que cada amigo comeu
menos que uma piza, havendo grupos a apresentarem a seguinte justificagao para a tarefa
1: “Os 4 amigos comeram menos que uma piza porque comeram 3 partes de uma piza e
uma piza € 4 partes iguais”; e a seguinte para a tarefa 2: “Os 8 amigos comeram menos
que uma piza porque comeram 3 oitavos de uma piza e uma piza € igual a 8 partes
iguais”.

A partir do momento em que € introduzida a simbologia (durante a discussdo das
producdes dos trés primeiros Problemas) alguns alunos passam a resolver as tarefas
recorrendo aos simbolos convencionais das fraccoes. Relativamente a andlise das
produgdes das outras tarefas (em curso) podemos adiantar alguns resultados significativos
do modo como os alunos ja parecem ter-se apropriado da simbologia das frac¢des. Por
exemplo, na resolu¢do do problema 6, em que se pretende a reconstru¢do da unidade,

todos os grupos perceberam que o Carlos ja tinha 12 tampinhas, surgindo inclusivamente

. . . . 1 _ : ~
o seguinte registo: “Se trés tampinhas correspondem a 2 entdo a unidade completa, sdo

. . : .4 :
todas as tampas e sdo 4 vezes mais, pois a unidade completa sdao e O Carlos tinha 12

tampas.”
As operagdes surgem de forma informal, vejamos por exemplo uma producado

para a resolucdao do problema 7 (frac¢do imprdpria — 6 chocolates para 5 criangas):

0 B | 1,
—+—+—=1+=""
2 25 5
Comentdrios

Os alunos ndo tiveram dificuldade em resolver todos os problemas apresentados,

através de esquemas e desenhos que ilustravam as solucOes que depois escreviam por



extenso. Depois de o professor ter apresentado a simbologia das fracgcdes, o que
aconteceu apds a primeira tarefa, alguns alunos mantiveram ainda a necessidade de se
socorrerem dos desenhos. No entanto houve alunos que apresentavam os resultados
usando a notacdo de numeral decimal. O professor aproveitava para, nas discussdes em

plendrio, evidenciar a relacdo entre a notacdo na forma de fraccdo e os numerais

. N o ) ) o .3
decimais. A conexao com a divisdo foi sempre mantida em evidéncia e a frac¢ao Z era

registada no quadro como equivalente a 3+4. A conexdo com a divisdo revelou-se um
elemento facilitador desta abordagem, na medida em que ancorou em aprendizagens
anteriores.

O trabalho em grupo permitiu que os alunos, ao terem de apresentar uma
producdo comum, tivessem que negociar 0 modo como apresentavam e justificavam os
resultados a que tinham chegado. Também o facto dos problemas serem significativos
para os alunos, através de enunciados de situagdes da sua realidade, parece ter sido um

elemento facilitador e muito importante no seu envolvimento nas tarefas.
Apesar de se ter iniciado o estudo das fraccdes a partir de problemas que

permitiam o significado da fraccdo como um quociente, os outros significados das
frac¢des nao foram postos de lado. Por exemplo a relagc@o parte/todo surge quando, apds a
divisdo das pizas em partes iguais, se compara cada fatia com o todo da piza. Também a
fraccdo como operador aplicado a uma quantidade discreta surge logo a seguir nos
problemas 5 e 6, onde também os alunos ndo apresentaram dificuldades. Ainda neste caso
a maioria resolve através de desenho. No entanto houve grupos que além dos desenhos,
responderam ja com simbolos convencionais. Por outro lado as diferentes representacdes
simbolicas dos nimeros racionais permitem o desenvolvimento do sentido do nimero
através das conexdes entre simbolos e outras formas de representaco. E importante para
o desenvolvimento da no¢do de nimero racional que estas possam ser trabalhadas através
da resolucdo de problemas em diversos contextos (Kieren, 1988).

Este estudo, como foi referido, estd em desenvolvimento e prevé que todos os
temas das frac¢des, nomeadamente as operagdes, sejam trabalhados em salas de aulas do
2° ciclo. Da andlise da implementacdao das tarefas e consequente reflexdo sobre as
mesmas, pretende-se melhorar enunciados, introduzir novos problemas, alterar
sequéncias, de modo a produzirem-se materiais de apoio para professores do Ensino

Basico no ambito do desenvolvimento do sentido do nimero racional.



A vertente deste estudo relativa aos professores serd feita através de entrevistas,
observacdes de aulas e discussdes conjuntas com os mesmos, apds implementagcdo de

cada tarefa.
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